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Das vorliegende Werk enthält die Endresultate mehr- 
jähriger Forschungen nach solchen räumlichen Fun- 
damentaleigenschaften, die den Keim aller Sätze, Po* 
rismen und Aufgaben der Geometrie , womit uns die 
ältere und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat, in 
sich enthalten. Für dieses Heer von auseinander 
gerissenen Eigenthfimlichkeiten mufste sich ein lei- 
tender Faden und eine gemeinsame Wurzel auflinden 
lassen, von wo aus eine umfassende und klare Ueber- 
sieht der Sätze gewonnen , ein freierer Blick in dais 
Besondere eines jeden und seiner Stellung zu den 
übrigen geworfen werden kann. Wenn Jemand alle 
bis jetzt bekannt gewordenen Sätze und Aufgaben 
nach den bisher üblichen Vorschriften zu beweisen 
und zu lösen sich vornehmen wollte ^ so wäre dazu 
viel Zeit und Mühe erforderlich, und am Ende hätte 
man doch nur eine Sammlung vorr auseinander He- 
genden, weiln auch sehr scharfsinnigen, Kufiststu« 
cken, aber kein organisdi 2tHamtnenl^gendes Gan- 
z€ zu Stande gebracht. Gegenwärtige Schrift hat es 
versucht, den Organismus aufzudecken, durch wel- 
chen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der 
Raumwelt mit einander verbunden sind. Es giebt 
eine geringe Zahl von ganz einfachen Fundamental- 
beziehungen, worin sich der Schematismus ausspricht, 
nach Wekhem sich die übrige Masse von Sätzen fol- 
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gerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. 
Durch gehörige Aneignung der wenigen Grundbe- 
ziehungen macht man sich zum Herrn des ganzen 
Gegenstandes; es tritt Ordnung in das Chaos ein, 
und man sieht, 'wie alle Theile natürgemäfs in ein- 
ander greifen , in schönster Ordnung sich in Reihen 
sti^llen, und verwandte zu wohlbegrepzten Gruppen 
sieb vereinigen. Man gelangt 3uf diese Weise gleich- 
sam in den Besitz der Elemente, von welchen die 
Natur ausgeht, um mit möglichster Sparsamkeit und 
auf die einfächste Weise den Figuren unz^jbJig viele 
Eagenschaften verleihen zu können. Hiärb^i m^t 
weder di^ synthetische, noch die analytisGhe<Methöde, 
den Kern der Sache aus, der darini beisteht^ dafs die 
Abhängigkeit der .Gestatten von einander, und die 
Art und Weise .wfgedeckt wird, wie ihre Eigen- 
schaften von den einfachem Figuren zu den zusam-. 
m^gesj^tztern sich fortpflanz;^«. Dieser Zusammen- 
hang und ITebergang ist die eigentliphe Quelle aller 
übrigen vereinzielttiQ Aussagen: der Geometrie. . Eir 
genschaften der Figui^en ("wiez, B.>idiQ cx>niugirteo 
Durchmesser der Kegelschnitte; stetirs Punkte .od^r 
Sti^ahlen^ weldbe. Involution büd^u; ^^ mystische 
Sechseck^ i^nd Sechsseif^UoS^ w*) 9 von deren Vor- 
handensein man sich, sonst durch künstliche Beweise 
überzeugen, mufst^ und die, wenn sie gefimden wa- 
ren, als etwas Wunderbares dastanden f geigen ;siqb 
nun als nothwehdige Folgen der unsebeinibarf^ten 
Eigenschaften der aufgefundenen.! Gruiidel^U^entiG^ 
und jene sind a priori durch diese [gesetzt'. 

Wenn nun wirklich . in ' diesem W^erke gleich- 
sam der Gang, den die, INsAur. .b^fol^i. isoifge^eckt 
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winA y i «p i «Werden die bier • syMfaetikh: M twickeltea 
Resultate» sich natürGoher Weise auch durcb äna^ 
J^tisiche Hölfsmittel auffiuden lassen, was meines £i^ 
acfateiis durchaus nichts Ue'b<err ascheu des in sich 
tragen kann. Der Analyst» der idieses ausführt , hat 
nacht jnehr iJs seine Pflicht gethän , wenn er jeden 
Fortschritt der Wissenschaft henutzt, und sich den- 
sdUben 90 zur Lehre dienen läfs^ dals seine Metliode 
damadb veproliständigt ?rird» Auch ist es recht ei^ 
gendich seine Sache, jene Resohsiteni Yerällgemei« 
nern, inid «ch s<4Ite meinen, dafs seine Aiiieit nicht an 
ihremWeiithe verlieren würde, wenn eresunterliefse^ 
gegen seinen Wegweiser sich vornehm zkigeberden. 
/ /Der Streit, welcher sich vor nicht Janger Zeit 
«wischen den zwei, in Rücksicht auf die Geometrie 
verdienstvöU^en, französischen MathemaUkem, über 
den Vorzug des Prinzips der Dualität und der 
*Th6orie despolcdres reciproques entspann*), wird, 
^e idi' ^aube , durch die vorliegende Entwickehing 
Unzweideutig entschieden, so dafs ich es nicht für 
nüthig faalte^ hier darauf weiter einzugehen. Die 
Dualitäl/ tritt mit den Gnmdgebilden zugleich hervor, 
jeae.Tbeone hingegen .komtnt eM später;, als Re* 
isukat .bestimmtei: Verbindungen der • Grundgebilde, 
Wfn Vorscheinf Wenn aber auch das Gergonne- 
sehe P^^zip .sidi' in dieser Hinsicht als das primü- 
ti^^^ere, der Quelle näher liegende, : bewährt, sahat 
-doch: Poacelet ein gleich gcofses Verdienst, so 
viel ;zur Entwicklung und Förderung der syntheti^ 
^scben Geometrie! beigetragen zu habeq, dafs diese 
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*\Bullciin univertel, aoüt 1827, pag. 109, und Annale» de 
^Ai^Afdnmtfigfite«! tom. XViil» pag. 125. 
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fortan nicht niehr imt jener GeriogiohätaEiin^ bebaii- 
delt werden darf, welche mah. ihr ki neuererZeit gar 
zu oft und gar zu leichtfertig xa Theil Wenden Jae£k 
Uebrigens tritt die genannte Theorie durdbt idki ger 
genwärtige Entwickelntig in vollständigerer 4iod.aUi- 
gemeinerer Gestalt, hervor, als es in ihrer früheren 
Darstellungsweise geschehen konnte, wobei indessen 
nicht zu übersehen ist, dafs der scharfsiiinige Moe^ 
bius zuerst eine freiere Auffasmng dieser Theorie 
ans Licht gefordert hat (Barycentr. Calcül)* 

Das ganze Werk wird seiner äufseren Eiuthei* 
lung nach aus fünf Theilen und zugleich aus fünf 
Abschnitten bestehen, von denen der erste: i^pro« 
jectivische Gerade, ebene Strahlbüschel 
und Ebenenbüschel;" der zweite: ^,projecti- 
viscbe Ebenen und Strahlbüschel (imRau<- 
me);^ der dritte: ^,projectivische Räume;" der 
vierte: ^Correlations-Systeme und Netze 
(mit Einschlufs der Involutions- Systeme, und 
Netze};** und der fünfte: „ausführliche und 
umfassende Behandlung der Gurven und 
Flächen zweiten Grades, durch Konstruo- 
tion und gestützt auf projectivische Ei- 
genschaften/ enthält Aufserdem werden noch 
zwei Theile mit diesem Werke in Verbindung ge- 
bracht^ wovon der eine: ,„ üb er Punkte und 
Alen der mittlem Entfernung (niitEinschlufs 
der mittlem hannonischen Entfernung), überTrans- 
Versal en, etc." handeln wird, und worauf vorlwr- 
gegangene projectivische Eigenschaften angewandt 
werden; der andere Theil hingegen der Elemen- 
targeometrie gewidmet ist^ und der H^upt^ac^e 
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nadi: ^tioetystfenifftisobe Entwickelang der 
Aufgaben und Sätze über das Schneiden 
uadBerübren der Kreise in der Ebene und 
auf der Kugelfläche, und der Kugeln* ent* 
halten wird. Dieser letztere Theil sollte schon früher 
im Druck erscheinen und war bereits im J. 1826 bis 
auf einen Anhang, welcher Tersdiiedene Anwendun- 
gen der stereographischen Projection enthalten sollte, 
ausgeaibeitet, was auch schon anderweitig angegeben 
worden (Journal f. Mathem. Bd. I, S. 163.); al<^ 
lein da mehrere darin enthaltene Betrachtungen nur 
besondere Fälle ron solchen sind , welche in den 
erstgenannten fünf Theilen vorkommen , und wie- 
derupn einige über Kreise und Kugeln selbstständig 
entwickelte Sätze, sich unmittelbar auf bestimmte 
Systeme yon Gurven und Flächen zweiten Grades 
übertragen lassen, wie solches in jenen fünf Theilen 
nachgewiesen wird : so ist es zweckmäfsiger^ ihn erst 
nach diesen folgen zu lassen. 

Die Hauptresnltate, welche in diesem Weik ent- 
wickdt werden, habe ich schon vor mehreren Jahren 
gefunden (und zwar die letzten vor der Mitte des 
Jahres 1628.}, in einer Epoche wo mir, als Privat« 
lehrer, mehr Zeit und Mufse zu Gebote stand, als 
seither^ wo nicht selten drückende Amtsgeschäfte die 
Ausarbeitung verzögerten. Dafs mittlerweile Einiges 
davon ins Publicum gekommen ist (wie z. B. nament- 
lich ein Theil der Resultate in §. 59. dieses Bandes), 
ist leicht erklärlich, da ich kein Geheimnifs daraus 
machte. Diese Theilnahme war mir ein Beweis^ 
dafs meine Untersuchungen Beifall finden, sie erregt 
jetzt in mir die Hoffnung, dafs nun auch die voUstän* 
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dige MittheSuhg ' dersdbea nicht udberiidisicUtigi: 
bkibra werde» deim^es ist; nicht unwahrsd^einficU 
da($. durch gehörige Verschmelzong von Resoltateo 
und Ideen des Einen mit Methoddii des Andeni noch 
mehr als eine neue' Entdeckung sich machen 
laäisen werde. .-.l :. . * 

Da frühere Arbeiten von mü*, welche ich in dn-^ 
meinen Abhandiungen im Journal fürMäthemaT 
ttik und in den, Annales de Math^naatiques 
bekannt gemacht habe /den Beifall, von unparteii? 
4chen Sachkennern »ch erworben haben *X ^ glaiü>e 
ioh wohl mit einiger Zuversicht dae Hoffnung hegen 
^u dürfen y dafs nun auch )der gegenwärtigen Arbeit^ 
welche nach derselben Methode, aber in einer allgcH 
meinerea» uii^ass^>deren Anlage begonnen ist^ eine 
nicht . minder güd&stige Aüfiiahme iku Theil werdet 
wird;.;, Hifitzju : füge j ich den AVun3Gh, dafs der. ge- 
neigte Benrtheiler /die von mir unterlassene Ausein-' 
andersetzung des Yerhältnissses meiner Airbcit zu den 
äi^e^n und neuern Arbeiten Anderer über deiiselben 
Gegenstand^, ergänzen möge^All^^v^ichtigerny schon 
von Andern aufgestellten Satze, habe: .ich, sb weit 
mein Wiasenlreichtei ihren Urb^ern einzeln zuge- 
schrieben, r : . 

Berlin, irn September 18^^» ^ ^ 

Steiner. 

1){Sithe jiKMde^jde Mafhim: Mbta. XVII, (D^. 7,1«.), XVIII 
Q. XIX.; Bnüetin jdee sciences mat?i4matiquea, tom. VII, VIII,. IXi 
X u. Xi, 1827 — 1829; Angemeinel.iteratur-Zeituug, 1831;-- 
Mathehiat.. Wörterb. Thl. 6 u. 6; ii. s. w. Auch sind Viel^ 
Resultate daraus $clion io Lehrbüctier und andere Werke anfgenom'* 
men worden, so wie auch eine Abhandlung und mehrere einzelne 
meiner Salze von Gergonne, dem Herausgeber der genannten An- 
nale D^vins Franjtöswehe überselsi wördet» #iiid. '• - • • 
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1. JDie in der Geometrie erforderlichen Grund- 
Vorstellungen sind: der Raum, die £bene, die Ge« 
ra de (gerade Linie) und der Punkt. Zum Behufe der 
in c|^m vorliegenden Werl^e durchzuführenden Betrach« 
tongen ist es erforderlich einerseits, diese Elemente in 
Ansehung der Axt und "Weisey wie sie einander unter"» 
geordnet sind, d. b., wie die einen die anderen in sich 
enthalten, und andererseits, bestimmte Zusammenstel* 
lungen derselben auf folgende Weise sdiarf aufsofas*' 
sen und als Grundgebilde festzuhalten. 

L Die Gerade. In der Geraden sind eine un- 
zählige Blen^ unmittelbar auf einander folgender Punkte 
denkbar, die sich, von irgend einem derselben ausge* 
hend, nach zwei entgegengesetzten Seiten hin ins Un» 
endliche erstrecken. 

IL Der ebene StrahlbfischeL Durch jeden 
Punkt in einer Ebene sind unzählige Gerade möglich; 
die Gesammtbeit aller solcher Geraden soll „ebener 
Strahlbfischel/' oder „Strahlbüschel in dey 
EbeQe" heifsen, nämlich die Geraden sollen, in An- 
sehung dieser Zusammenstellung, „Strahlen^' heifs^Pi 
und der Punkt» in welchem sich die Strahlen schnei- 
den, soll „Mittelpunkt" de$ Strahlbüschels genannt 
werden. 

IIL Der EbenenbfischeL Durch jede Gerade 
sind unendlich viele Ebenen denkbar; alle solche Ebe- 
nen zttsammengefafst sollen „Ebenenbflschel," und 
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die Gerade, in welcher sich die Ebenen schneiden, soll 
,.Axe" des Ebenenbüschels heifsen« 

IV. Die Ebene* In der Ebene sind zahllose 
Gerade nnd Punkte, oder ebene Strahibfischel enthal- 
ten. (Jeder Punkt der Ebene ist Mittelpunkt eines in 
ihr liegenden ^^tr^hlbfischel^.). . . ^ 

V. Der Strahlbüschel im Räume. Durch je- 
den Punkt im Räume sind, nach allen möglichen Rich- 
tungen, unzählige Gerade oder Strahlen denkbar; alle 
solche Strahlen insgesammt sollen „StrabU)üschel 
im'Rauine," oder schlechthiti „St^a'hlBülBchel,'' und 
d'ef Punkt, in welchem sich die Sli'ahlen schneid^), soll 
i^ i tt e I pti nk t " des Strahlbüschels hetfsen. Ein tA^ 
cÄ^^ Strahlböschel enthält nicht nur uniäiierHth 4fele 
Siräfalen, sondern er umfafsf auch zahllose febeneStrahU 
büsehel (IL) nnd Ebenenböschel (Hl.) als unt^geörd* 
liete Gebilde oder Elemente, denn es giebt endlos viele 
Ebenen, -die' durch dessen Mittelpunkt gehen, und- äU<^ 

• ' » ^ 

STraihlen,' die* in eine solche Ebene fallen, bilden eiiii^ll 
ebenen Strahlbüschel, und alle solche Ebenen, die dui'ch 
einen uüd denselben Strahl gehen, bilden einen Ebenen- 
büscfael; Von solchen ebenen Strablbüsch61n und Ebie^ 
nenb&scheln soll aber gesagt' werden, sie liegen -iiil 
Strahlbüschel im Räume. 

Die BetrachtuDg der vorstehenden fünf Raumgebilde; 
nämlicH das Beziehen derselben ^feintonder bei ver- 
schiedenartigen Verbindungen und Zusanlmenstellungeni 
mäcfht den Gegienstand der ersten fünf Theile des voi^ 
liegenden Werkes atis. Das Ergebnifs wird zeigen^ 
dafs diese Gebilde in derThal die eigentliche 
Grundlage der synthetischen Geometrie sidd: 

DieFundamentalbeziebuDgen, auf welchen alle Un- 
tersuchungen beruhen, siiid fc^getatde. ' . ! 

Es werden aufeinander bezogen: ' ' ' 

a) Gferadie Und cb^rie SttahlbQschel. Zuerst 

werden eine Gi^rade »und ein' ebtenfcr Strahlbüsfchel 

aufeinander bezogeh-, äö dufs ihre Elemente ge-i 



paart »fK^5 d. h., dafe' |^em Paii&t dei^ GieraAen 
ein beslimtiiter l^raU detf SfraUbfisiiielB ents^pricbt. 
S^aiKft werdiBn sowohr G^rad« unfer sich, als 
ebene Strablbösdiel' unter äSeb ^hnltdierweise aof- 
' etnander bezdg^tf. .' 

b) '£b«nenbtischel und sowobl O^rlide als 
•bi^ne Strahlba8i5bel. £iB EbräasbOdi^l 
imdetfle' Gerade, oder 'eifl^^ebeftev StrablbQdicfiel 

.^ werden aofeinattder bezogen; so dafe ikre Eleniente^ 
(gepaart sind, d. b;, dafs |e^ Elkne des Ebeeieft^ 
büfichels ein Wetimmter PaükC der Geraden^ oder 
ein bestimmter Strahl ^es 'Strablbtlsehets entspridit; 
A^nlieherweiBe werden EbeiiekibOsdiel «nter sieh 
aufeinander bezogen. 

e) Ebenen und Strahlbttsebel (im Räume)» Zvt^ 
erst Werden eine Ebene und ein Strahlbüschel ^o 
anlekiiinder bezogen, dafs ibre Elemente sich wi« 
folgt entsprechen: . . . > 

jedem Punkt in der ein Strahl im SfraM-^ 

t Ebene bfisdiel, ' ' 

f eder Geradea in der eine Ebene im StrSlhU 

Ebene büschell -'» < 

Sodann geschieht die Beziebisag aoeh so, dafs fhvb 
Elemente einander in anderer Ordnung entsprechetfi 
AehnUeherweise werden sowohl Ebenen unter sich, 
als Strahlbäschel unter siieh aofeinander bezögen. 

d) Räume unter sich. Zuei'st Werden* ^weiHtoaie 
<d. h; der ganze oder absolute ftamn doppelt ge^ 
jdächt, sd dafs beide Rättmo OHiander diMr<^drln^ 
gen) SO' aufeinander bezogen r'dalff jedem Elenlenl 
des einen Raums ein bestimmtes, gleichartiges Ele- 
ment des andern Raums entspricht; und weiter 
werden sie so auf einander bezogen, dafs auch un« 
gleichartige Elemente einander entsprechen. 
So wie die Grundgebilde ihrer Natur nach einan- 
der entgegengesetzt sind, nämlich 
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tt) die Gerade den dmieo StiahlbfiBclidl, 

/S) die Gerade dem EbenenbOBdiel, 

Y) der ebene StraUbüschel dem EbeDcnbOsehel, 

S) die Ebene dem SirahlbQscbel 

und sich solchergestalt aufeinander belieben lasaen, dafs 
ihre Elemente einander paarweise entsprechen: eben so 
stehen auch, im Allgemeinen» ihre Eigenschaften» ihre 
Verbindongen (za Figuren) and die ans diesen hervor- 
gehenden Sätze einander auf bestimsUe Wei^e entgegen, 
dL k» kommen der emen Art yon Gebilden geüinsse 
Eigenschaften oder Sätze. zu» so finden bei der jedes- 
maligen entgegengesetzten Art von Gebilden ebenfalls 
bestimmte» jenen entsprechende» aber ihnen «ätgegen- 
gesetzte» Eigenschaften und Sätze statt Das Wesen 
dieser Dualität von Eigenschaften und Sätzen ißt also 
durch die Grundgebilde selbst» d. h. durch die umfas- 
sende Vorstellung der Raumelemente» nolbwend^ be- 
dingt. Damit die Begründung dieser Dualität airf na- 
turgemäfise» klare Weise hervortrete» und sich als 
wahr bewähren möge» soll die Betrachtung» so viel es 
sich thun läfst» so geführt werden» dafs- die -dnander 
entgegenstehenden Gebilde immer zugleich untersucht, 
ihre entsprechenden Eigenschaften und Sätze zugleich 
»itwickelt und neben einander gestellt werden. 

Der Hauptinhalt» oder das Wesentliche det ge- 
sammten Resultate die durch dieses Werk erzielt und 
erreicht werden» besteht» wie es sich schon aus der 
vorstehenden Uebersicbt ohngefähr entnehmen läfst: 
»»In Untersuchungen über die Abhängigkeit 
der Gestalten (Figuren) von einander«'' 
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' • ^ '"Ei!«»t€fr' AbschMirtt. ••-»"'••» •• * 

ctrai^htang der G^r^dep^ der. ebenen Strahl- 
büsctiei und 'der^EBenienbtlscIiel in HiaV^clt 
' ihrer projecfiyiscoep Bezie.bungcn , 

unter einander. 

• _ 

• '••' tirst'es'- itapitel/'-- ' " - '-•'"'■ 

Von projecUvisphen Geraden und ebenen Stral^l- 

buscheln in der Ebene. 



. 



2. .JDefiujden sich ein ebener StrablbQ^cbel B {Fig» 
1.) und irgend eine Gf^r^ide A.. ^ie nicht. darcb dessen 
Mittelpunkt, geht, in ein^|r Ebene^ , $o ba^e^ sie fo^geqde 
Beziehung zu einander. . < , f 

Durch leden £unkt jü, 6/ C/ ^# der Gerade geht 

ein Strahl a^b^c^d, des StfahlbiUchels, .und..upige- 

kehrt, jeder Strahl des letzteren begegnet der Geraden 
in irgend einem Punkte. Um die Aufeinanderfolge der 
Sfrablen söwoUnk der Punkte rfebtr^ atifzüfÄsseä^ fasse 
man in der vor^teRcing 'einen Strahl sich -bewe^eiii 's 
daf^ tx,, nach ,imd ;pach in die .I^g^t eine» Iß^n^dm 
übrigen' %üän^tf so wird der* ihn asngehörige' PanM 
gldchzi^ttg die G«rilde durchlaufen /ü^a nteb' und liMcb 
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2 Voa proi. Greraden u. eben. Stiablb, in d. Ebene. 2. 

die Stelle eines jeden der übrigen Pankte einndunen. 
Man lasse z. B. den Strahl p, vom MillelponktQ B aas 
betrachtet, sich rechtsherum bewegen, so dafs er nadi- 
einander in die Lage von dya,f,q,h,c^b kommt, so wird 
der Punkt |> die Gerade so durchlaufen, daCs er nach- 
einander in die Stellen b,a,f,<),^,C,6 gelangt, und folg« 
lieh sich stets nach einer und derselben Richtung 
bin bewegt . ;t|i|q #i|t df^p ^q^ig^i'f hy^foii^^n Lage des 
Strahles« wo ec nSmlicb luit der. Geraden A. paralld 
ist, welches etwa pei .Urdcr F^^^scin mfig, u^aet i^eia 
Wirkliches Schneiden, dessdben mit der Geraden statt; 

1 . . * :. . ' '.r •• .TT'f :'. •• • j • \frr 
da aber sowohl vor als nach dieser Läse stets ein 

wirkliches Schneiden statt findet, und zwar, da der 
unmittelbar vorhergehende Durchschnitt in der grölst- 
möglichen Ferne fv^t d^r ^ite iibeif | hinaus, und der 
unmittelbar nachfolgende Durchschnitt in der gröfstmög- 
liehen Ferne auf der anderen .Seite über.f hinaus liegt, 
SO soll in der Folge der Uebereinstiiumung wegen ge- 
sagt werden, der Strahl q sef nach dem unendlich 
entfernitejB iPiiakte «deKtGerieidon.A'gmcblet^^'ttid es 
soll dieser unendlich entfernte Pu^kt, w^nn gleich der- 
selbe 1h 'der l*igur nicifit wirklich aiizulreffe^^ durch 
^Kezeichnet werden, beuinach halle ^lebeVade A''n1ir 
<$ineil unendlich 'entferblen iPunkt q, und' man' ' kann 
sich denselben sowohl nach der einen Slsite Ttifr^ 6 
hinaus) als nach der änderet (ober f hiiVau^) hin liegend 
vorstellend). Auch fplgt' hiernach^ "dafs ümg^lebrt ei" 
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fernter Punkt abdacht w^r^ea darf ^ wird. If^ ^er Folge darch viele 
unbe'B^eitbare xnatsacfren bestSliget ^veriden. ' Üaliin getiSren z. B. 
afoi'AiJ^mpt^teÜf d^ IljfeAel: Elite ^ade^tinla 'UUnnlKch^^ 
il{^pfH|el<iij^-(i4 filnpvn PunliNSbei^Vfn.. Nufi; :,wilii :i»lwi t^^ 

punkf aneAdlich entfernt istj da aber swei Arme der Hyperbel, 



S^Mf'iiit maA^ttm uamätiA «ntfemieii PMkM de» 
ekindin A^ferklitetfat, oollmettdiger Weite mii^iki 
pmllel Aem AufiB^ / 

'^ / V^ ded Mmkl<^ in der Geraden A lekhttct sieh 
deinnacb einer' mr allen ttbrigen anf eine eigentliftBio 
hebe und ^kestimnle^eiM aus, nttmliob'de^ miendli«^ 
entfernte ' Punkt ^. * Die besondeiV^ Eigentehaft dwset 
Pnnktee gewSiiri in der Folge Alfter grofaf» ¥ortlieil^ 
vrbnn man ibn, anstatt irgend einei der übrigen Pnnkte 
tu'WAte nimmt. ' Der ihm "zngehörige Strahl q^^ delr 
nämlich niit der Geraden A parallel ist , eoll von tmn 
an ^Parallel 8 tr ah P heiben. Dieter Strahl gewtthff 
ähnliche Yortheiley wie jener Punkt, nacb weltbenr er 
geriohtei im. i 

' Hat mannufiobige Weise efkien ebeaen StrhhlbQs«^ 
Bnnd «ine Gerade A dergestalt aufeinander besagen^ 
dafs ihre Elemente paafwetse cuaamm^ngebOre», wSSimh 
lieh dafs die Punkte a,i,c^b...:. in dei». Geradem A 
Uen {Itrahlen- a, b, a d . . i . . ^im Strablbüschel B< eiitspre- 
eben, |o k90n man dieee BezMiqng Sest&allAn^. wKhrend 
man die Gebilde^ (A^ B) selbst auf Irgend eine «Weise 
ihre nmprflngliche Liige'äiidern tfilst, d. b.^ man^^kaifn 
dieselben in «Ine soMie Lage denkeii, mib etwa in: (fig. 
3.)y wo awar nicht nebp die Strahlen de^SlrahlbüscIieb 
dnrdi die ihnsn entsjyreehenden Ihitkte der -Gäraden 
•gehen, aber wo sowohl )ene^rahlen far sich, ab dieae 
Punkte für sieh ihre gegenseitiige Lage-ni^ht ge&ideM 
haben. Jede solche Terttiiderte* Lage • dei Gebilde^ wo 

DftmUdi die Strahlen* des Strddbüseheb B iiieh< <me|ir 

I • • t • • • • ' ' . • 

ntteh' <^eg«!i^tiBteti Seilfen hhl', ' sich ' d^r Asyn^t^U^ ittV' Uaitt^- 
liebe fort gleichmSfsig nfihern, so miif8.{|>lgHchihrBsrn^aqg«^f|i4(t 
soiYoIil mck 4er «inen als nacl^. ^er .amderep Seite , hin unendlich 
entfernt liegoi, und folglich ist in der AsTmptote nur ein einziger 
nneiidlkh ebtfertit^ Püntt^tnoüAehittteii. "* •' ' ^' ' ' -• *' »"^ ''' 



4 Von proj* Güitidca «. eheait^SirjfaHH' in d. Ebene. 3; 
Mrch 4m ibnett^ dnpra««Uiiliffaog«diBi%w PiiiiXM,j*ic 

wogegen die ursprüngliche Lage „y^Stmpi^cliHkMl 
^enaiMNwerdAi.8ÖlL;;Feriier:so|l<9d 4M GiA>ifak/A,B, 
MFctftiiitste ' mf. >d)8. aoge^baia Wet$e/ a«(atoaQielcrttA4r 
liogte aiad',. : dif ft ' iiiBoiUch ; Uira iCleiiieote (Fitableoilflil 
StraUen) 'inafth dtr Oidrnin^ io .4er.8iq »iottidtfriiplmv 
^v^ieisb; •eoUpjtfeoben^ . bestilnn^t : tod«. kAgahaltmi.tuid^ 
^pk#)ieirttini^€ii'! beifeeü. . • Wcnii. £biiige«i .. jn 4«r 
Olge, 'gesagt ^vird^M£w«»>C«bit de. A, B :9«i«|ii p4lr«|>Q<>- 
«ivisicb»' ab will 4i^ so v|el sag^ aUdiaGebUdlB^ MM» 
{iilOfeGti'riacb und befindml skA^iii pniBfi^nUyi' 
«cIme: Lage. ' : .• i • "•' , '•..'••>/' ■•.•..;:..; 

Die so eben festgestellten Benennungejp,; die ItiMit 
iHipaSfiäiid stboMcA düiAen^ woi-dMldtiniiliidire. Ueber- 
ctüsliflDdiuftg unil anderen BeiieiiliuvigeDii. ^wejtob^ f.'gaiir 
aacligeaiifs sindy uucd weiter /i«i»(en leßtgeäef zt , icti^ideii» 
^eredalerligt;:. ..* .."'•,? ./J ,.v .//... 'i •^•!) ^■'td^ J ..' 
•M. 3i B^fihdien i(iek.mi;:(EibencrS4ra{i|bC)fcblil:t8 mi 
eiiie MJGerade A, die pri»|eGli7keh.>si«d«r ifi.tpieitv|^ee(igir 
sdheir/Lag^, so tat mi yedem Sfr^U d<«'J9tr^ttl6sqbel^ 
ider ihm eQt8piischeikdePtifi4l;:iR d^r ti^adßP<rimd mth 
gekehrt mit dem plenteren, der cr^lere. . «miiiUtelblir ge^ 
geben: > Anders yerbsll; e< cä^bv w^na' 4ich..die Gebildiß 
in schiefer Lage beenden« Hier; wird (»90^ niir, iVreo^ 
mehrere entspreclieokfe -. EleweliQstipaare , ^egeh^n ^d» 
dükroh dieselben mitlelatbestiaiiiiterf/Gresebf^ (Rflationea^ 
«XU jedem änderen Elemeiit des eineit G^ildea da^.i^oft- 
atwechemfe £letneBt,;de^ aRd^n. GtebUdfif. fi«deM,:i.<9d^ 
die Gebilde in ihre ursprüngliche, perspcctimcheXage 
xoiAekbringeiii kennen.: ,: Diese: Gesetzt^ spllqn miA, w- 
iiSebst gesucht werden, • ' i 

' Die Punkte In 'der Geraden A slrid' üötcr sich 

durch ihre Abstände ,Tjqtt^i]^^lif,.,iUi4.,fH^^ s$^!^1^<^ 

1 



(i^SlttMhflifMBMikkiä i/Mer lwliratttehf.dftr«xwfacAM 
ihnen liegenden Winkel bestiulHLj, lAilMriMUaete äUk 
die genannten Oeädz^^tofr^ fiese iVbstiilde tind Winkel 
bezieben. Die einfachste Bestimuiang eines WiiAels 
besteht aber darin, ds£|uniti zwischen seinqi Schenkeln 
ein rechtwinkliges DreloA annimmt und '^as VcrhSlt- 
ütfst^iüiBfMiOSisikiJ^tMelbüä Assifade^ n Dieses ifiArt da- 
iM >ifuiro%«Mdiir#elmebliiil^em:''*:i-i n-» ! i. i *. •*• 
' / Ev*bel ii^ <«ft^l;^t deiffnigelSlbabi, ;der) aiC der 
Geraden A^sekhfidit' JM. y.Aus>*€inetti^ heliebl^eil VorfUe 
tp ^es^Sli4hles «'«ndflaos^er seiwäoE diiuSIsahl'U die 
ii^lVe i€*i'-^^i hftiifagek8sen;;<danft>-riBd. eiiiarsnls iKe 
rechtwinkligen Dreiecke Bpb und abifr, und andeieiK 
seits die rechtwinklij^ifa Dreiecke 'B^ibi un^ Bad film- 
lich, so dafs:" '•• '' '*t •»-•' . ' 

. . , , , 1. Bp.ai) = Ba.Bb.rr-. , 

'' '^ l^iü'eb das VeiMltiOfsra^ s.Aa. ivb^d der Winkel 
zwischen den Strahien a/.dc bostisbnt^. odfen gdn^säcii^ 
und^zWat ift dieses yevhältniCb''T4ai''.der Lag;e des j|n- 
gencMiinienen ' Punktes a unabhSli)|lg, d. ti^ es- bleibt 
iiniFträii^r^ wo iülan auch dieden Pmlkt in difim StraUIe 
a anneiiinen ntdg.' -Ein solches winkelmess^des Yer- 
, häläüfs' n^mt. mäu eewübnlich Biniis^. so däfs, wenn 
nian den jgenanuteä Winkel durdh^^ad) b'^tkhh^t^ das 
in l^ede/^tefiende Vei-liSldir^s d6reh 8iti(äd)'vbrge8tellt 
wird. ' ibid^e B^eiohWdg k^nn^ bil^r bäbelidfeil wer- 
den, ohne dafs dadurch die Art der Betrachttog ^SM 
Methode) aufhört sjmthetisch zu sein, weil dutcb dic- 
i^#^ flpr.^ii? 5f?^i«^^B; durclx x^wei Gcr«^<^e («*, «B) 
darstellbares, den gedachten \Viä)^|i^^/^ils|iWjei^i^jflV 
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"•.M->/ ^hJ* i4HO (ad)Mi- i 'itl^rM 

die zwischen einem Wintk'ol Hjäi) 4e« .ßtiKahi« 
bAsikrelt B iLti^^doni. i|iBl>efit6pi'tclteli4eiii Ab- 
8D%nfitt abderGer^d^nr A J4iat4 iiiliie.t/' .: > 

•' Dieselbe BeiieliaBs Ifiliit sicliir..wie es der^Gegenr 
salz erfordert/ soidererseits md enlsptefhende . Wewi 

doieb''' •"•«' '■'.'/.■ i >.•-«» • • •."■/:.•• 

sin (ad) sin (Aa) . sin (Ad) . , , , . , 
ausdrucken y wovon. man sfqh leicht überzeugen wird*). 
4. Da man auf gleichet .Weis^ zr«ii§chea jedem Win- 
kel des Strabibüschels B 'ond idem jbiA eptspr^cbcauden 
Abschnitte der Geraden A einen ähnlichen Ausdruck 

r • * « 

findet wie der eben gefunclene (§. 3, S.)» so "hat man für 
vier > beliebige Elementenpaarev et^a ^ür.ü^byf^d und 
Oy *bf fyb Bacbstebende sedi» Ausdr&eke r • 
1 ■« d& • ^j^t JBft.Bl) : ; :. 6C! ._^ B$>Bc . 

« ,V siö,(44) ' BP' *• ' *' «n (N) . BD,. '. 
»ig- / f -^g^-- j,. B«; Bt -\ ig. .; . ^P'', ^ ^K^b ,, 
, // MI(£IC) :'. . jB|> . Jir. ':4^ (bd)L .^ J$|). ' 



, : yiQf. vw^^iies^n Ausdrudkeii, näijHlich (1, 5J, 4, 5^ 
Jap^q. Jiclh wjfB ;l43icht zu seb^i^, ^p yerbindfen, dafs 

«api^M- .!':• •./ .-s :.- ^ , ^ , .. .o . . 

*) Diese Beziehung (3, 4ymnl feich in der Klfgc' ti6€h'1(fter 
aU ieW^fitifcfcÄat bi^wlhreü. ^' '"^ ^^ • «^ ^ 



^ .KtMt i .h frJj^««eiÄlKaik*4^ m:JS$0Mh. 
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' sio (ad) ' sin <bd) sin (ac) ' •if|',((!^id'4.:i 
oder: ;5. |^ „-, <;, • .,:, : J < > 

von der I^gAl^evt^^SiobiW: Bf A aUiBbiiigt^ dt^mJMk 
liNiliti0*te^^i^.ik9gmnUw TheUe Bii, fi;fr,.i..L der 
SHtßlim/^mii^mmmi^ <eo gite dmntMl^ km AI (tkt^iik 
schiefe als pdittfiMtinFil^lM lai^ge >dir: fi diilje^ «ad 

JUmlieh ei^ »igt: < *- " ^ ^ . . . ^ 

„Safä lifei ir^enti ▼le'r'entsprficiitlnd'cnEle^ 
iii«»wt!^d^if¥im a^; h; i; dunA «,' t% C, i 'eltt tf^wis- 
8^ ei4^j^p«*Vver%4llt»if« f;(l*!M)s(«C:6()]i gebil^ 
44St'#ft«arl«hAbi4>liii;Ml0a ierG^eiradeo A, gl^ietl 
ist dem DoppeUerhältttifir t<s<AM)>: IMI^^> 
:(sin^t;)Uitf(bt)')], Weic^s auf eslsprechende 
Weii^ 'aü^ d6ii Sltaufsen dötjeniien Winkel 
des Sti-ahlfiüicii^els B^ jlje jVne» Abschnitten 
cnts^'re^üe^i geWildet i^tr / [ 

Udb' A¥(^ vvic dlÄ' l)^^irb(verh2Htni|0ei zusammenge- 
setzt i^iüä/W leictit tu seheL I<^mlich' das Doppel- 
'refbSItbifs ^liUs ist aus den tVcr Alfstääden zweier 
Vntikte X'b; 6) Töh d^Vaäen HbÜ^ (x, ti>'g^lddt» 
^lid 'zWa^ ^V ^^<» -^^ "Vei<2(Itnil^ (A»^tf6) der Ak(- 
slände der zwei ersteren Punkte Vön^einem der lettf- 
t^en XHf dtakbdM TerfaUttflfe^ (AC : i»c) -ibr^r AWtände 
Tötf ^hMtt ml^tttH^ <0, in ^ft^h^F Oti^tttg giitiomtii^ll, 
gen^^n "WtM.' Bas ' Böpj^Iv^rÜHUnifs rechts' ist mf 
deie^^sMbfaode Weise -teiaatfimcfaigcBetBti 
r.'l iCsist glcicbgdltigy'JvfabheB'tet'lMädan ::Pl*ikten- 
paardv'o4i^ Steb)i(|ipia9ei»dbaBiiak .ida8^>ei8tii aiiiimmf, 
denn die Glieder des obigen Ausdrucks (L) lassen sieb» 



8 Von proj. CScnrffen ft; dben; Stnililb; In d. Ebene. 4* 
ohne dtfs dadnrdft'clie GleidNiDg ffesidH^ivM, wieMgt 

Ab 6b ^ sin (ad) «in (bd) »^*' 

ac ' tC'^ rinCac) -' «» (bc/'' j 
>ro nun, im V^Veidi iil^t ydÜiin, ¥ nnd't das enle 
nhdia ümI b darzweile MmkllBiipiiar lifr4ni««i^Xebii- 
Udkemymk d«ii/bakien^Str4blmiplmta-^lCi • S *b -^ ' 
*W Die /«i* Pttikte, so ifvie dia>4ier*SMMcii *A«r 
iäbses i slöb «of direi webeiltUch' vendMim» Aitttt^ eiK^ 
bnder pnibMnB^'en^eiMitdleDV'^^^ -<- > i U » ^ 

ti9'ai^*plmhe«;»^aMPiuiheiiribi* it) ai<^u«^i^,k äeystriiu^i^^^ 

. ; ^/ Da ffiaa |üü5 >ed« dieser drei: 7iawnmwfl^99$gw 

fl^T .^bige H^i.w: but manttott de«<Mi4tt(w<<aiiisleid» 
^^mde.dfejAnsdrücU^ i .; .•,•,..,:(, a r.-,.. i . 

ti- .:!»:. i! g» lOC , übj^ rin (ac> .i sip <ft4) - 

'' '^^'^^ II. ' f 9 ^ M.*$ ^^ siqO^b) . m .(ad> _,u 

.,, . . \ '..M 'P'. ^Wi (4b)i.\8jn (dc^ ...^ 
..Je jt^f^ Pickte; o^cjr,§lraWen|,»dieJipi fjff« Y^ji 
dipiAfi, drei ^usawiuwpsj^aflgwi, ai^ ,eip» Pfjar ^lasam- 
m9Bf^(U:wer4^^, s^plJleR.fertfn »tCTSftP^ipetfr^'.J^onkte 

. 1,,.. Im flinricht der «egefls^Hjgeiv Ugq; 4«i^^^ WS«- 
pr^ifet^li Piu^^pnare,} oder §tra^leijp«^vet.. #4. ^W^i 

a) entweder folgen die .P«ikte W^^ Slnfaleniyttbs 
f;»^ ^:Päbre»!u«iiittdtt>»r .iiäebeii^andcry^ a.B. ia den 
.)if!:(r}f]Mid0nrZn8iNnBkenoidBiuigftfi|4^1raiid (;'>; modere < 



5; -' '• ^ ^ feiiie 0«raite i; ein -SIrtMU. . : • ' • 

-p^'^^ ttliW«diidi|d»<aiifi6iNiiiA0r/^i^:'z* 'B«^ itr^dcr-Z» 
' 't* ' 'MUMHäubMftdug l(ft)i ••'•-. ■•'••: "-MM,/!.', »j 
Diese Fälle siad immer Mr^'diri^tftr'WnktetiiiMl 
Jap.' die» filneti leofspfecbendeif >iiierf ftlnJikb ttkereio- 
^riittW'ettd'rd.b.;' Iiidfioden' stell erstere im Falle (aY, 
Bo i^ind es auch li^iztere^ uiid ^eßpdeb slpli erstere iria 
faUe;(b),.S9.«iqd ^ 4wh diQ I.et^tfcren; .und anfh omr 

.' 5: Alis d(ib:>1M6iäeti'Gefiitie (§.1) Ufervief 
lii^tebigf t Etemci^teopo^üG. dei; prpjeptiviscQe? Qeojild^ 
Av'B lassco'sidr onteittelbar nachltehedde Folgermigev 

' ,, tVili B\nn,.hei der perspootivischen ti^ge der Gro- 
^biIde>i(Fig« lOr die "rier Puakte a»«^ ^cia.der Ger»- 
di^n 'A' tesf , W&htiend taiW dM MiHeTp^dLiBdesSlrahlr 
bii^clheU B sith bieliebi^ ifk der l!|bcDe Üerütu heWe^m 
Isist, sowohl auf der einen als auf der anderen Seite 
^eriGei'ad^n A, so' ändern 8i6h 'zwar di^'\^1tileTy welche 
die vier Strabien aVd,b,e niif ' einaödei' dns^hliefsen, 
in jedi^m' Augedbli^cki^;' aber die aus' den Sifaufs^n die- 
i&eir^ Winke! zusaiiifmengeskzte^' I)o^peIverhähnfsflfe in 
den obigen Ausdrücken (§. 4, IL) behalten ünv^rfinder- 
lidi^-Werthe, iiättitteii'dl^se 'Werth^ sind iteti den 
Werthen der entsprechenden Doppelverhaltnisse (liüka) 
'gUüihv^'^elth^ MSdeft Abständen' der vier festen 
Pimktiß» (T/ V, h, t ^^n'iditä^er zasämioebgesetce oimL >^ 
•^i»<den ümgekisbM^die''vieF 6trahW a^ d,ib, o des Strahl- 
bti^hdä' B iflf'bbcffi4iinit<!#iL|iigll lest^hatten!/ wäbcend 
'dRe '6ertide:' A^fbre Lägä'Httf'alle 'ittt^glithe >??«ite>äii- 

'di#r} 'SO äftdimi' si^hi's£w»p<mlt^d6ii»I^ 
ai«|» ^Oj^Ieidb a^ö'Äbs^kfciittö zwikbsn deA jodkesmali- 
^'1 V«^ '. Diiir«fisdiiittlb]pMktSA 0$ b, Ib^ ty'^ abef die jitu« 
idiiseb'^ iAbbeknitl^a ^siiBaäiitjietfgies^takin t^DsqppelivIsiiiäU- 
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«i0:iiMiU«li mt^ d^^W^it^h9fk4m.wt^^ Dop- 

pelTerbäitmsse rechts gleich afaid. -.JSi'foigtijliBMin der 

dar eh. die aftmlichei^ 'V^fT f^^^i^.intjQ.ii Strahlen (a^d,b.c) 
hestimmtehl^aiiKte (ä^t,*^, c) e in es iStrahlbuschels *B 
l^We^'C?«rard(?li A g<»h««, ha** 8ehil«lf^eii^-la%«n die 'drei 
hen die drei Doppelver- Di>ppeiTerhaltnis8.fi.! i-i^ 
^l|]^iUflf59,cUe^cH)«08 ^eji .919)^. apf .de i» Abstand «^n der 
Sji^orsen dejr TOn den jedes- jedesmaligen vier D^urch- 
'Ükiilgteii Vifcif Stf inhJl^tt eiti- scKniUsptinite t<))l^,>;^)'t^^ 
f«j|«liift4lieBe]i W>t»kel *n- «iK^ftJcur; aliMmaHrmletkote 
sammensetzen lassen, ei- lassen, einerlei Werthe^;" 
nerleiWerthe;'* nJimlich diese nSmlich diesa Werthe aind jedes 
^erth^^sind jedesmal den Wer- mal ftcn Werthcn der drd Dop 
ili«M- der irei «IX^ppeltothlAlldsso peUrerikültilise gl«ch, welche sm 

^iiM^'yf^hMwf$^ii^TBt4i»^bki(^ ^ Sl^ibfn df^ yoii: dßn Y^tf 

Ser Tier festen Punkte von eioaii- festen/ Strahlen eituEeschlossenep 
er zusammengesetzt sind« "WihKel zusammengesetzt sind. * 

Jpem.SMz rechts hat ein. französischer . Mathemaii- 
Ler^ Br tauch on. querst bekannt gemacht, in einer 
schä^sir^il Abl|andlui|g .ül)er die Linien der m9ite.11 
Qrdn^ip^, (JM^moire Mfir lea l^ma du $e^ond prdfff |i; 7. 

. . & ferner folgt aus d$iii> olngi^n Gesetft <§i/4,) nn- 
/miUälbar:: ' • ^ : ., '. - :. >.:;. "/ 

v^\'. iP().wDa(« das ^aq^se 3iMtew di$r .«^nai|deJ' 
-elltfipreoh«adaA. fileiueOiteilitpAA^^ fH'eiiei^.ip^M- 
iffeQtdtvifilcboii G^lp^Ude A,iB b0ftt^i»nit aftiB!«f9^9ifd 
iisrg^dnd djrei P^ar«^ g<^eben-s.i|t(],« 4^, h^ weiiüit- 
ftdnd. «dlrci Eleiniienl-eiiipaa^re jgeg^^b/sn isHi^» :»ftP 
:k<lina. initleL&t.delKseUoQn ^u ;>e.d^ni;>g«^^JbM^<tP 
M£6i^iito£]:eliifiutd0fi«i«Qn,O#biLd«8 d a« ejij «ipi«- 
HciieadeEljejn,ouct,deß av^d.'^jrt^iQ/^biS/djM g^fonähaii 



6. > ' { £mm QehiiiB II«. tili StMMb; 11 

«röän-^kte kiek iii »diMirMLa^e befffh^eDrin 
die ursprfingliche oder per8pectiTi8elib"Lag^ 
«lirllfvklrrtii^eiir' -'• «• ' • - 

Dies« BAniiplkDg «ag "Wi« Mf|C bocft nlliier t»Ap- 

und k,)i, c ^Fjg. B.) 8^t^%eti, so kMin dAriM tu jedem 
belieUgen gegdyaieti ' Tiertto Siradil ä de» SMhlfcff. 
schels B der enMpMcblttide Ptmkt % iü det Gtftäm A, 
odSer utAgtiLehrt, m •dieieni, wenn er gtsgeben ftl; kann 
genfer fgefmden werden. Den» '^ennöge eins jedeii 
der drei Ausdrücke <§. 4, IL)» z.'B. vetttSge ddi 
AAdärnekeS: ' 

a c 06 ein(>e) »in (ad) ' • ■ 

i . hx ' ht fiin(be) ' iio^bd) 
ist imentea falle -der Wertk »des YerktlHilaietf at:t%, 
iiad 'im andcnren Falk d^ Werth dea Verktthniaaea 
siu (ad) : sin (kd>.dorth die fedesniidigen übrigeli drei 
y^eiibältntase gegeben^ * - •' 

lAtt'kami, ^dat das VerfaSknifs <A : th geg<4en 
ist.md die Punkte ;a, ft feaC aind, der gesudtte P«rikt 
b offiodMir /nur in zMrei Stellen diteet* Bedingung g#- 
nügeniy nnd tmv lind diese in Beaog ^a«! die xwei fe- 
mstk Punkte a,.b dadurch 'untersckieden, dafs der Punkt 
t> das eine Mal iwieeheh «id daa andeire Mal jen- 
8 js i Is ' fltonselbea liegt Von «diesen im^i Lagen kailii 
aber dem Punkte b jedesmal nur eine zukommen, wid 
smrar mrd «kn^ &e gegenseitige Lage der vier gege- 
benem Strahlen entschieden. . welche yon beiden es seL 
i&m,je nachdem, die eipandi^i: wgsordnetw ? Straklsa- 
>paare a und b} cond d aaekeinknder oder -abwech- 
selnd sich folgen» findet audi bei den 'Puokteopaaren 
.a %n^A 6, c und b Folge oder Abwe/chseiung statt 
(§. 4.), wodurch dann .ifedcäani vearte^ieden werdto 
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Ebenso kann , wenn der Punkt ti : g^gd)«! ytanl t ib- 
§fg^,4i?i:'iS|iF9iU 4 ftsnelit wiid^iiiiK.ldMb^'^tfn ge- 
gebenen Yerbältnisse sin (ad) : sin(bd) iMi!>«»;ziira 
.jFirsK^iedmW!.Mg^lS^^«99>:Oittl dpich die-.gegtasei- 
ilfSfili^iHl dief:viisc*igietcbeae|]tffiiikle ft,6,c,bwird to&- 
ß^fi^, ia ivrqlcbcGr .vpn beidtn (Liige^ aliein* or d^iii 
g£g[e)^ii^lK(^ ?Wkte i^ >eiaspre4beQi iMiiHiw »...,.:. .{ . 
irtTr./Sp^t^bin.wevdeo ^kb «dbcibequene BGltd idfor- 
^iK^n (§*: 24, IV|^^ Jini^ 4«l jedeftmaligQi gftwditei £1«- 
ni;nt^ scbii^ qild «icber ;zu fiiidcn^). ^..w 

IL Ferner wird die obige Bebaoptaug (a)idiVlA 

folgende Betracbtimg erwiesen, . die ziigleicb Anleitung 

giebt, die Gebilde ^A|B aus der schielen (Fig. 2.) in 

die. fterap^ctitiscbe liAgo (Fig. »1.) zdrfldixnbriiigta]. 

..Sind .üämliich ils,6, C (Fig. &) die idrergegebtosn 

«Fopl^te.in. der Geraden A, iiiiad ' fatttoaebtet man. vbn) den 

drei gegebenen Strahlen a.b^c TorcitsC nur zwei, <kitiiva 

:9,J^, ^ htf' trenn diese* diurdi die 'lesten. Paukte a, 6 

tgi^H und €Jnenke$tiniiiiten} Winkel '(ab) einsdUiefsen 

aoll^n, der .Ort des &GbeiteIs.B dkses 'Winkek auf 

. %VH bestimmtet gleiefaeKsreisIiiiicn a B 6v 4t'fii b boscbränkt, 

die, beide dtrcb^ die' xweijfesten: Panktie'.a, b> geben. 

£b<^n J0 iat,' wenn, man? die.lzwei Stiia&lcn a^c Jillein 

.UAb0r:.der: fiieddffigung l>elrachtel;, dak'iäie chrobdic 

J i m I' »' / . \ 'i ■ ,•:''., •■ • ;: . II'' . ■ ..; 

^., , •) Sollte. B^er die ,zwiefi^Ii« Lage de^, ]f!f4(yiBMtl%e9i,geB«<tMl9i 
Elements blofs .aus den in Zahlen g^ebenen Wertl^e^ ^er Yer^f^ 

'nisse (ft) i'bbi sin Cad) : sin (bd) entscliieden Verden, oline ^- 
ii^U'^tFÜgat, s^n^ste maü^bt» der'Ztfsafmxheuset^ngid^Vei*- 
))4t|i^ iß i4#l^ n^igm.An^knbk^, iiit> yisacki^etib8it>iderilia||e 
der Elemeate Ife^^n einasdec dur^h die 2^elclien -i»-^un4/— j be- 

' merklich 'maclien, so würde alsdann , das Yor^eiclien der VerhälU 

)|iiise^^*jii^b,4ift(ady: 8in<f>d) 'tibitr'ais^VvfetfelSaac^ dl^'Lage 
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feallHi Botikte^ii, 0r^dMA> und* dDtn gdgebtMn "IMaM 
(ac> l$MiiUMfaea)4<>lIeh/der Ort^esiS^ 
9iMi)sW«ikds p»i* zWei Jbesliiiiuile' gMohe «KrcHiiDien 
aBc, aBiC^esdnluLt, diie»ilbsdk>)]ifiPuBbto :%c.{^li«k 
]:toKer > la9Mii*^lifcii. IcUd Soheitel ;<fer . liddea -gegebenen 
Wktkel (•l»)$i.(ac!)l,: i^^DBl Um vSdi^kel 'a>, e JänH 
db» 1 fe^t^ti 1 F«Qkl« (^ ft> c gebcki . soIIqb ^ mi» in jcknjtii; 
geni iboideil. Rimklfen B^ Bf 'vereihigca» 'in welchen iioh 
die -^aiif . dneil«» i Seile; id^r ; Geraden A «liegenden 'Ort»! 
kreise äiMi^r ({mfsar in d) iWani tweiten JMale fekneiden: 
. Ped^cbi: J9t .«ftfenbar . .die RioblJgLeit der obigen 
Behauptung (er) dargelhan. Denn befänden sick die 
keidäi G^bild# B^A jn.beliebi^d- -scbidferiLageii wie 
^Ina.in <Fig^ 3<)» ^ folgt ans dtdacr-Belraoiituugy.dtfCi 
€ie^.:e(d)ald .dvei. jcnl9p]!ecbeDde Elemedtenfiliave. a^6yC 
und a, b, e« gegeben sind^ nicht auf iTcscntlicbtTersfhie^ 
dcne Art^n in pcü^pecürische. Lage tgidatkl» werden 
kAnnen^i d*J)*y in.'SoiQhe Lage gedacht Werden ktanen) 
%vp difi drei.geg^ifaen ;Slnahled dnrc& idie^ iÜBan' enl* 
api^d^f^O^en drei Punkte geben. ! INämlibh wiid a.lk.die 
IiagOid^r Geraden A ^ fest apgenoinmefi^' elita in(rigl5.^ 
so kann wohl der Slrahlbüs^hel auCbeideif Seiten',der4 
.sctfien entwirr in dieJUige von B «ddr in dioliage von 
B^ geh^ficbi .^erdtn^ aber orfenbkir wird in beiden »Füi« 
lenjf der biMieJ^igiS iviecte Strahl d: deA StrahlbfisbbeU mit 
dem :n9ndi|;bea: Puiikle :t) (fer Geiaden A nifeaiimeii-» 
treffen. Qier mrd ddr Strahlbüscbcl B in > irgend ini 
nei, h^%A> aU fcst ängenctanen, etwa ia.<KgiiB.)»'><^ 
k^m, wobl die Gerade enivileder in :dle Lage «ronl A 
pdenriiirtdie La^i von iAi^igebracht werden, nnd zwtav 
so, dafs A und A^ parallel sind, und wo der Mittri^ 
Punkt. B: d^s^StnahlbüMhiGla )in:der. Mitte suwi^chdn ih- 
nen Ji^» sj^i ollenbai^i wird iki beidem Fttlen./jedet 



. *»» * f 
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MUUte^^kitte BmkA bißt Gmideo )ntt dai 

M. Attt.iJer tv^rfitehendoi Betncbtulig;; iO' fite aod» 
muf ihr dbigea (!.)> folgt bniitr Vß%Ukh: ^ '^ -- > "• 

/!) ^Dafs mf$Ln hei nwel belUbig-li^getidett 
Gabilde* B;A ginz nacb Willkfibv dtel Pnar 
Eleseiile nundOr b/iiiMll^ cundl aroüwlbleB biid 
Mdatta lenf Betreu kl^nnei die Gebilde' sollen 
ptoiectlTis^ und diese J&iemeiitenpaare'eol^ 
len «nlspviscbeBde £le>nenteKpaare ^eim^ '^^ ** 
1. . £Ddlidi folgt Dodiy dnrcb Umkebruigi der bach*> 
•Icheiide Satz. 

y) „Sind die Elemente a,b,Oy d».....^ nnda,f^ 
c,by..... zweier GebildeBund Ader Reihe>Da[cb 
lolcfaer Geitalt gepaart, dafs je' vier Elenien« 
teapaare den obigen Ges^t^e (§. 4, li.) gebU« 
gen, wobei kothwendigerWeifiie die fedesma^ 
lig:en vier. Elemente dee eitten Gebildes inait 
denen des^anderen Gebildes Üb^reinstimnende 
geg abseitige Lage haben mäsi^eti, s^ Sind dfee 
Gebilde^ • hl Beziebvng ant alle jene Element 
ten^paarei projectiTisch,*'^ 

?• In Ansehoiig der obigen Ausdrücke (§; 4, Ü.), 
&.das Gesetz darstellen; weldiem beiin^i "pröjectP- 
Tiscbeii Gebilden A, B' im' Allgemeinen fe vi^r 'enispte- 
chende Eiementenpaard o, 6> c, b und a,b, c^ d unterwof- 
fcn sind, können Tersebiäd^aie besendere Etile eintre-^ 
ten, die nlUuiich toh etga^btkmlidier Lage der jfedes^ 
naKgen Tier Elemente herrfihren, toi^'deneiir einige 
inteiaessmt geftug sind> um hier nAber erörtert zu 
werden. i • • .? / -. -^ 

Es können nfimlieh erstens satehe Fültö eintret- 
ten, wo die in ded genaonten- AasdrUcke» ^itlmkeneä 
Doppelverhältnisse vereinfacht werden, und zwar da- 
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durdi, dafs 3il ' dmoi fiolcteft Po(i|>eIverl|jUbiif8 zwei 
Glieder fleSdt yfmtdeA \ind gegen einanAr gehoben 
werden kdnneji» Oderdafs dk8 Doppelvi^rhänn^ (wenn 
es sich auf di^ViefStiittiTen' a,b, c, d be^ie^tX auC son- 
stige Art auf dul einfaches VerbäUnifs. gebracht wird. 

Dahin gehören z* B. folgende Fälle: 

• •• . • 

- ^)^ffiii TMi ^ ?jfcrPuakUiik Wcnn.nm 4«ii viei: Strahlen 
der Geraden A entweder a") eir des Strablbfiscnels "ß entweder 
neir in'derflitte zwiiclieii zwe?eA o) Mer uilzwel m&ttevi^ki^ 
anderen li€|;t, oder b) wenn ei- Winkel ni— rhliAlJ oimt ^if^qp 
«e^dtri ii||endIieii^n&fe<»tePiU|kt xwei Strahlen; »^ eimadetpr reckt- 
der ^eeaden ist, winkdig aiod, 

. ' . - . r 

L Peon wenn a) etwa der Punkt b (Fig. 1.) in 
der Mitte zwischen a und 6 liegt, .so ist das Verhalt- 
nifs ab : 6b. ^ 1/ »od daher vereinfacht^ sich in die- 
sem F^Ue in dem obigen Ausdrucke (§. i^ 11, 9^ das 
Doppelverhälfnifs {inks wie folgt: 

'. - ^ . sin (ac) sin (ad) 

. ^ , sm (bc) sin (bd) 

Wenn ferner b) unter den vier Punk'teil iich de^ 
unendlich entfernte Punkt q (§. 2.)' der Geraden A' be- 
findet, wenn etwa die vier Punkte äj'S, <,<) gegeben 
sind, dann sind offenbar die Abstände des , letzteren 
von den drei fibrigen, niinilicfa a<|, (<),((), als einander 
gleich zu achten, da sie jsämmtlich unendlich grofs, 
und nur , durch die Abschnitte ab, ac, (c Ton einander 

• • • * 

unterschieden sind, so dafs also jedes der drei yttt- 
hältnisse aq : (q, aq : cq, 6.q : cq schlechthin ' a« VXA^ 
und dafs folglich in diesem Falle die gänannt'eA Dop- 
peiverhältnisse (§. 4, IL), wenn man darin q an die 
Stelle Ton b setzt, sich wie iTokf vereinfachen: ' ' '' 



I • , • • ' ' t 



!• f 






-* • " ■ » . • I c » , ♦ 



<• •» ♦ 



16 Von pro), ßftmkn In. ebe%..$U^Q>. m <1. Kbeoe. ?. 



, • < > « I . 



jw/. i..;7' .;; •«-.*! Hitf (ac) ;, w(m) .}, ... .. 

Darch jeden dieser letzleren drei AosdrQcke wird, 
VKie inaJkl^iCilif, der P^i^alletsfr^lil q'&MHntfkn MKäld 
ivgfeiid dfei (enUprechende fllementobpäare a,..6;|.c,,und 
«jbiC gegeben sind.' . .r . . .....' id m .. 

Wenn andererseits^) etwa der Strahl 4 in der 
Blilte zwiscben'a und b liegt, so ist das Terhaltnifs 
unCad) :. ßip (bd),» I, und daher hat man^för den 
Fall, wo c lind d zugcoirdpete Strahlen sind (§.4 'S.)- . 

' 8. ' ^ : r-- B» sitt (ac).: sin,(lM5X- : " 

Wöiin femer /S) zwei' Strahlen,, etüra ' ä ttttil 'b}" za 
einander senKrecht sind, so ist" sin (b<i)'=s (508i(äc), 
und sin (bd) « cos (ad)» oder sin (ac> = pos (bc), 
und sin (ad) =«,co8 (bd), und daher hat man, wenn a 
und li als zugeordnet angenommep werden (§. 4,».;- 

«<;J|«^(M).:.tsXb(c) 



* « • I ' 



( bc • 

II4 hie vpwtehenden Fälle geben, wie man bemer- 
ken wird, ein bequemes Mittel an die Hand, um den 
Wefth e^nes gegebenen ppppeiVerhältnisses,' sei dää- 
qelba yop vier Punkten a^b;c,t), oder von vier Strahlen 
a;.b,jD,d abhängig^ durch ein' einfaches Vörhältmfs dar- 
zustellen; oder auch umgekehrt,, um beliebige SS^stf^nife 
von vier Punkten ocler von vier Strahlen zu flääeii, de- 
nen ein Doppelverhältnifs zukommt, dessen Werth durch 

ein einfaches Yerhältnifs gegeben ist. 

Denn 
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II »'iJi 



ilDdiiitDU- z. Beider W^rdi'^ciMrtibaHdleli vier 

MAkten <v^ Cj t^ ^^ ^rä iM «^ier Btrablm!«,b, «^ d 

(Flg. t ».) «blüAigigcti Do^^trerhaldiibteB dtmh ^ t6iii> «m. 

ftiiAMt Vcriiälliiifs ihMTgeBteM weMda^ -so kanb diM^-M« 

fo%e'^ (Dbppelkitzeft in- (§»^5.)y 'wib folgt geschthM» 

B» btailiehr' eitterseiU die' genannten < vier StraAiltoaüe 

Geraden unter einerlei I>bppelvephaltBifr'tdbaMetf> co 

Ist'sdflo ^ar»n4)f^ig' eine Oef ade Ai 8o «H^ziebeni dafs 

sie ehtw-eder:* ' * -• • •'•'*^ '•• ' ».:''•» i». :»•. v 

I' a)^<die »vi^ ^£iitihlen' so sehtieidet^' dats-tifn'idekl 

vier Durcbschiiittgpiilikten <ir^en«l ettter-'in* der-i^Mitte 

zwisthen zwei 'andenv Ile^t *(I^ ».>t ' dieser Bedingang 

kann die «enade.At Menbar itia2 ^eüsdiMtemm Biek: 

tungen genügen, weil nämlich der DurchsoimllC^I jedes 

Strahls in der Mitte zwischta je &wei : der drei fibri« 

gen. Diircbsehnitten liegen kann» mithin .giebt es 12 

Systeme voa pamlLelea.Gei^den, wdiehe:fllUe jene B^ 

dingung erCftIleo; loder - ♦ .,'''» ' • '^^ 

b) mit irgend dneai der vier iSttjaUcta latalM ist 

(ly'b)i' dieser. Bedingung {Imib' al86 die . Geradel A| in 

ras.iwrscbiedeiien EUcbtüngen'giSiiögen, odsr: es giebt 

Vieri Systeme vob paifalUlen 6:etade4 Welcbe:#U9 dies« 

Bedingsung «rfülkn; z. B. es sei die Geradifii A)!.etjwa 

mit. /dem Sthible c pal-allel^ so werden als^rf die Yer- 



f '.'. ' . .... V j . : 



^ i-i '>i^lti| :/ai>bty Oi^i i. Alibi.; >. dl Bi : bitii, .!•< ;)>..i 
m^b . der i Reihe , mit: den /Dopjic&teckidtBAssien« : in . dto 
obigei^ Ausdrücken (§i 4»: II^)i gleiche. WettlA.bAeQN ^ 
,::^ üUnd dftand«*er8eifaf«den/vi^r Strabkü «eineslStfaUn 
bfi8ckels> wtkhe dnrcAidie'jrier.'/eaileiilPiMifcttci.ii, fi>iC,(b. 
gehen, Doppelverhältnisse von einerlei Wteifl^rMgeJkJtli 
ren, so ist, um der: obigen tForderung zitgentlgen, nur 
ndthig den Milt«)pmik't eiAes: Strahlblischeis Bt so an- 
zunehmen, dafs entweder: :fla>l\;(t\ 'i>,l«.[i l/(ii; 

2 



18 Von pro). Gtmim m, AetK SläiiHbw in d. theat. & 

, ; ci> ton den wr.SttmblM 9u b^^Cu d|;. weMh^darch 
feoe feslm- Punkt« 'gelieii, irgend, «einer ift-der^lCütt 
sMifieqiMn twti andierän * liegt <l^ ^.}; tmiei iit^rBt^ 
dnignng kt der Ort . des- MKttelpiiakts B^ f« X^anten^ 
mi 13 bcfithmiile Kreise beschrankt, der^n Uitte^unkM 
stemlllcfti in del* festen Geraden A liegen» vviM!aicbker 

(§. 8^ IU,> bewieaen WM; oder 

/3> dafo vnn den vier Strahlen ai, 1^ c^^di; liegend 
zwei zu einander senkrecht sind (I, fi); vefmöge dieser 
Ikdingnng ist der Ort desMittell^ünkts Bi offcabar auf 
diei^iigen 6. Kreise besduränkt, wc^ie die Abtttedc 
der. Tii^r festen Punkte o, 6, c^ Ü van einander^ ako die 
Staeflhen a^i üc» eb, 6c» 6b und cb» zu Bunchmes- 
aettt haben« 

Hsnaotttseke Elemeat«. 
'•'• 9k j&^kann Zweitens der besonderfe-Fall« öintre- 
tenly 'WO in den vorhin erwi&hDl^n Ansdrücken (§; 7^ der 
Werth eines Doppelverhältuisses as l.wird«.- 

• L Von de» drei Ausdrücken (§: 4, IL) gestattet je- 
desntal nur kine'r die Annahme, da(s der WMh dür 
darin enthailenen Doppel Verhältnisse ^ 1 werden kOnne^ 
a. B< Wenn sie sich auf ^ig.l*) liezichen» so gestattet 
nur de^ Anedruck (§. 4, 8.), fn welehiäm die abwich« 
seUden Pnnl^te» 'so wie <fie abweohselnden tSt^ahlen 
einander zugeordnet sind (§. 4, b.)» diese Annahaike; 
dafs die beiden übrigen Ausdrücke diese Anuäibme nicht 
erhüben; fällt beim Mofffsn Anblick der Figur in die;Aa« 
gen^ 'Wird in (der Tbätbei jineai ersteren A6sdrueka 
eii^s der beideii DoppelverbMjtnIsse «»1 angeboiAmen» 
io ist notbwendigek' Weise aftici das andere .^ «ly so 
dala-man^hatr •.••.•! .:-■• 



- a£ ^ ab • OiH (ac) ' 6ia>(ad) .>^ ^ »» 
^' ^c •' b^iT ain (ko) »' flin,eb,4)'"~ . ' 



o ,.! VC 



und daher zugleich: 



*''h't //.'; . .'i« !^ •• "ii : '.lf^ 



• ba'^bb' ''r ' ti&'(da> "! itfn (db). . » 
wcmnS'iMii 0iebt^ wo 4ie.gtgen8eitige Lage 4kr bei* 
defc^eitigen^ ^r ElonaBte in diteea .Falle besehaKm 
ist^-oiadicbfr'-.. •. .^.i . .-t -^ 

„fp dMem' i^all^ llfgfii die • * \^ 'Blf^in Fifttle - li<^ dM 
Ykt BQakle.a»'b,K»<'«ii, iM^ die« iltv^SttaUfn i« d, b« c «»% .ibfe 
Al»9Uut^zyrelerzQg^ordpetea.(a,^, (Ue «Sjüafiie der WiQ]Fe\» welche 
oder b, () von den zwei anderen zwei zugeordnete (a,b, oder di,e) 
g1ei<^e8 VerhSttniüi za einfiaBaar rÜS. den zwei anderen efnaclillei^ 
bidiett (]^io|Nirli»iMl niid)v d.(hi, seil ^«icbcft TetblUnüb m.eiuo* 
4^s da» YerhaltaUs d^rJ^b^Ulivle der balfea, d« h^ dafs.fb« Ver- 
^loe^ Punktes von zwei zngeord« liältnilji der Sinnfse def WinkeL 
neten Pankteil, ^eieb ist dem In welche ein Strähl •mit zffel sa- 
l^udicfaer Be^bwig feiiöniaieiieii ge«l;dMen 'Sthihlen 'eblsciK«6l| 
VetMltnifl d<^Ab6|l^4e d<ia,üiin glfi^ istdi^m t«. il«il|i;ber Q^ 
zugeordneten ( vierten) Punktes Ziehung genommenen y^rblltiurs 
von jenen zwei Punkten/^ der Sinulse der Winkel, ^^Iche 

der "VieMeSfraiil nät Jene» i^ctea 
einqfbKeftt" • . ..'.., 

. Unter diesen Bedingungen iMi&en- die vier Pinkle 
a,b, brC »»vier -harni^niseihe Punkte,^ nnd die vier 
Strahlen a^-d^ b^'o „vier harmaniaehe Strbhleii.'^^) 
Femer aoUcn in diesem Falle §e %wei .angeordnete 
Punkte (<i niid b, C und b) oder- Slrablen -<a md^ H 
cnnd-d) fortan zugeordnete barmoniscbciPiinkte 
oder StTablen" genannt werdeni • i ... . 

-l>ifr die uneben einadder atebtndeb GMehntigen 
(2.) zugUieb Btatt £ndeii, kann 'hiemach <niib Worten 
wie folgt audgesproebett werdtoe - ^ '- '- ' 

a)^Wenn bei zwei proyaetiVitoehenAiebil- 



*) La^Ve nennt in seinem Troiii des ^eetiona ^eimique$, Yier 
solche Straten ,,1üirm&nkäle»/* nnA' Biwwiiien netäki sie' in seiner 
idiea «^ifaKtl^n tSchrift , JUItee«ii Mr«M«trM^^ ... !. i<i i*ii 

2* 



M Von proj. GeraAmiH«; Atn». SAflUlniin d. Ebene* & 

den A, Briirgalkd TJ^eT) Elenienteftdes iB&neii Ge- 
biUe's hüKliittnisch iliDd, so sinrdl auftK die ih- 
nen ent8plr^ckendeB)V(iftr Elemdnte diKS ande- 
ren GebU«l<e9:iiarniomtcb. -; »'i 



#liii^!'ktt, 'ionüeüi m fiiidetiia» dinier UinaMti fol^fettdek 
statt. Da nämlich die Lage von vier hannan h dhe p ^Eie* 
mwUsa ßo.J^esqli^ffen kt, da(9 4iirch yb ^r^^A^s^J^ben» 
wöfeni angegeben ist/ weiche zwM davon Iskiandelr zu-» 
geoi^dnet iein sollen, offenbar das vierte nnzweiAedti^ 
iieatijpnit , ist t z.B. w<!nn a,^j c , oder a^.b,.c gegejbien, 
und ziiva# a und bi oder a und b eiliaddertiugeofdnet 
sindy so ist b oder d genau bestiinint(§. 6,1.);, and da 
fefnejjf^^ die .projectivische Beziehung. zweier Gebilde A^lS 
doneb. irgend.! drei . eo&iprechfsnde Eleui^teopaare» •. die 
nabh "Witikühr' angenommene werden dürfen,- besttiinnt 
ist ('St. 6, )$.)« 80 werden also die Gebilde A, 'B, in An- 
fiehwft der Jbeidie^s^iHigen barnionischen Elemente a,b,6,C 
und äydyb,c, nicht nur auf eine Art, wenn etwa die 
gleidbtlanigeB . Element)^ einander lentspreebbn^ prdjecti- 
visch'«#ein köiinenlyüsondeifn tieiinefar.'Jn. all^n FsUen» 
wo . iif ^lid iZitei tug^ordoele i barmonisohei Elemenl^ idee 
einen Gebildet :irgen^ zw^i zugeordneten harmoniariien 
Bldwenten dfis'andertfll GobiI4e8?enlsp)*eebeod.angeidMiiif 
mßäivrerdeüf also inSFÄlIeii^ w^silittämlich^uoier didserile« 
dingung die vier Strahlen den i^ev Punkten a^h^ h,im fol^Or 
den. A i^erslcbieideliisn Rangoi^nungeft enisprecbenMbnen : 
f!'»'hwa;d:b0»... ••bda;o ! .da ob ;. ica^diblur., • ' , 

acbd bcadi) > dbc'a -;; o>da K.: • 
IM Demnatib hatimsn^'dei^ naebstehetiden jSaI9^:<^ . 

fi) „Sind in jedem von zwei Gebilden A, B 
irgend vier harmonische Elemente gegeben, 
und'm^n ISfst diesevEVeuiente, nac& irgend ei- 
ner Ordnung gje.a.0iaii»ieii«.f;jk09Ad^rr.ii«ar/iiv;Qis:e 



«H'lilMe't«' klarworiliche- I:i«i»««t^' tf^s'«»ii«lii-<ä>«i 

£Jleifi^ate..des 9n4efeii.!G^j|iU.d,f« 4ilit^pire<|Kw; 
welche« aaf acht Terschiedene Arten statt 
ffii'd'etf'ktftiii, »(^ »ina dU'GebH'd«,!*' A-iitf<fiiiltag 
Auf ^ieBttsmiii^eit Vier' £l«ii((^t*rilipähr^,- -pr^i 
jeetit^s^h»»'- '■••• •■■-■-'' '■'■•■'- •■•■"•'•'••' f -"•• 

■ ■ il. Sthtt »er «llgeii atll^MieiiitA ^Stfie 1b^; '50! 
Kiti üian W 'ge^ffnw]frKgen= Falt«^; Wo die jedetmiiKgeti 
vier Jäeniente -hamiotii'sdi diÜI, 'folgebd^ ^tise'fl, a.)/- 

'^Jede Vier Strahlen,' üie „Jede yier I^BBkte, 'iil 

|#iri:^} #iia 4iireli Tie^. fetie viiJf rv^.«; rji^r .|e«t^A .1»^ 
harmonisclie Ponkte i,bjl,< monischeii Strahlea ajd,lR,c 
g»li4v^!'bind (likmiyiiiscli)* gesithiiUtehi ^ird, ^«U k*fH 
Oder: monisch.** Oder:' 

^i'^^l?^r ial^id(»«isclitftf«fellr- i< W^i«W lllirii».MtWlwS»lalb^ 
If >|^<^Mnyyiea fiM |^dei«ai^ i«ll ^hjt^i^fk ^fi^ |i«r^4:^ 
deren fPunkie. Tier liarm»- in yier liarnionitcheBPank- 
l^ihheSira\,\U''^): • •;' * ten-^." '; [''-'' ' '» ^ '• 

.Iil. InBelractit der gegenseitigen jLag^ welche yier 
Üarfiionische Elemente unter siiph . haben klonen , finden 
folgende Umstände statt.. 

Wcinn Tieir harmonische flankte d,'b, K c, Ton cte- 
nen a und h^ C und b einander zugeordnet sind, nach 
der Ordnqng, wie (Fig. 3.) sie vorstellt,' auf einander 
fotgje;n> ipufs nolhwendjg' 6 näher bei 6 als bei oi liegen 
([,.2.)« weil dies offenbar für c der t^atl jst;|un4 ifiu; 
gekehrt,, wenn t) näher, bei b als bei a ist, so.muls C 
nothwendig ailemal jenseits ( liecen ; oder wSre i naber 
b^ei a als bei 0, so mütste; nothwendiger vy e;se C dies- 

' • *)'l)a8 WcÄtfiitlicLfe dei» xibigcn SStie' htft Cam^t in seioMi 
£M 'Mir Id 'lA<»rle dsi^frofifverjalea zncbt %e^lHin. fiineiii ühri) 

libr. VIL Propos. CXLV.) 



Sirahlh' 



Bv^ « il«ag«P4.i<£W980t M für die !«(!f;eHw4i%){ A^ 
eiiMiwifliilalge fUr Vnvt^ 0efordtrM^, .«W« Hi «Ab«ir j Im 

t"t-^'» i'lf' ^, 66' mt inaä.aafe; Wenn' man die '^i 
dieses VerhäitnisseB alsdann immermehr dtr ;! ^^«i^^Ji« 

jenem YerJbäUnifs gleich sein inufs.. LuCst man endlich 
da unradJÜ^b «plfierpt^ Pimkt f d^i: Genaden A^joi 
die'Sfdle -ton c treten , so nird das 'genaniMe -YerliStet 

Bifsi tl "^^ ^, da 6<( f Hoeodlicb grab. Ut, sMeAünn 

^ If^wäir daüft^ mu&i tu)thi«»iidtger Wake i» .aivli in 
d(^l* '^eihtfnfnfeti iMfirre tot befinden. | Denkt man <6tbh* ler- 
her aiet'unkte a, t Jüest. und lärst jetxf c ie mehf dna 
mehr d^ni b sich^näheren, so nähisrt sich offenbar auch 
b dem 6, uad.weiui ^endlich c sich mit ß vereiniget, sq 
vereiniget sich zugleich b mit ihnen beiden. . Gtleich^r- 
weise können ^sich c und ti immermehr dem andereii 
Eßsten Punkte d näheren« bis sie sich ei^dlich gleich- 
zeitig mit ihm vereinigen, 

andererseits folgt, ds^fs, wenn der Strahl d mit qeQ 
zugeordneten bafpioi^schen Strahlen a, b gleiche vTi^- 
Kel einschliefst, so da^ das Verlialthits sin (a d) : sin (b d) 
= J, gann auch sin(ac);5in (bc) =7 1 i§t (L 2.), und 
dao(er auch c.mit.a und o gleiche Yvinkel. emschhetsen 
mufs, und dafs dann itolglich d und c in diesem l^atte 
W,. einander, lyschtwinkelig sind (wfjl. sie ^^ie, TYinkel 
ttwibcbeo a mid .b< bäirteii)^ femer iol^. Uec äkujäh 
dderweise, wie 'i^orl^in bei den Tlet'hannontsebett^Pttillii«- 

. rn J . • <• • 1.11/ /j»-»! 



MD^.d»b| IMMB H .«od *li 'leit 'flidd, iriKlMwd)c:swhMd#Bi 

b IfSktfrt, Ms er enfdKch mit ihm - zticrtinitdeiihlk, Amtar 

glcjclizeitig ' apcb ^df sich* mit ihnen , beiden*' yereiöigef ;* 

midoda£s .:fbe« s» o vnd d sich gleidb^^tig .mit de» 

anderen festen StreUo a Tereinigen können. • '^ 

.: .4UM dpiByieir,Be(raehtuo{; fliefseii JToIgeiidf ßSl^f : 

jf^ fiZB|ifjg^»d.i<f ^i (mM'B *») »iZ» '^IB^^i t/nt\,hßt,tM^ 
PuakteA 4fi einer Geraden Strahlen 9, b eine« Strahl-. 
A^etehi e's tinzSTilige ^aäre h'ftsch'efB'ffJ i'^hf ^ed tiii- 
Ktf^o¥*(iil«1^ft»iilirilMUi^b0^<«ihli^ I^aar«'iia^#lit<dl4)i-' 

Vw^il^i^ ki^mt^i m^mem^Uch :k^ hAr^oA^scheirS|tr^hKk 
ijit dei In de|r Mitte zwi- d^c^ i^nd nam«ntljch ^ind 
sehen/ A uhi b' liegende die zwet Strählen, vrelcne 
FtinHW'ttnd^d^r «Häcndl-i^h «lie-^Tö« JHi«ta Strähl«! h ^IM«* 
ettifor^tfl Kutllt't d«r. fif* jgeiMhl^saendn.YVjiphtJhVlt" 
r9d:cn A ean .aplehe^ Paafj Jen, mithin* fo einander; 
and ferner iat in jedem der senkrecht sindi ein solches 
beiden PüilLt« d, i relbsi Paaniihd fecneriki mit f e-' 
ein i'Coh&hes. «Pstr: .verein deM der Stf ahi^ii'4, b 'tio! 
W^t*" ;' .; ^ .: :. .«oUhe«. yaar rejp^ii^ijjet.;;,! 

fiDl f^^, S^Sf^^i ej.nem fe- . ^ „Zuireend iwei^xi| ein-^ 
fiten Panlct.ttt einer Geraden' ander senkrechten nndle- 
A dnS zu dem ttttetidlieh'si«ii ätrih'leii; «'t^ftc^^d; ^^ 
«tttfenhe* Pvakte .9 t dW»< nea ebfAtnifiicahlhiist^hfihvi 
aelbea,. g|«ht e% «nafthUge; B^ |;iebt les^aifzit^hHf;«^ *Wß^j 
zn^eoi;dnete harmonis.che ordnete l^armdfischeSträn- 
Panktenpaärfe , t^i^ etvra lenpaare, Wie etwd*a,h, Ani}^ 
a,-i, und i^war. sia?d. )e stt«! sirai< sind; je a«v«i> m&lnkti. 
a^l^h^ Punkte glerich^w^it Strahl^« g^i^ich weit y«»^ 
von janem festen Punkte jedem, der zwei festen 
m entfernt, nndumg^l^efr/t, Strahlen entfefAt, tfiiit'üiü- 
\e ^^\fti ^FuakYe, welcher geb^hfts jes"«^i6i&t^ablb«^ 
gjoich WÄit ;¥•;»• jöjke.m fps-; deeen. )yi^lffli ,tp» it^m 
sjlen Punkte entfernt siad, «wei festen Strahlen, ge-| 
sind ein solches Paar.*' h^lftet werden, sind' elV 

"'••''• solchesf'FaiiY.'?- ' i^» ' '■ ' n 

•}^S,Lieg:t von rieT hdrmo-' y) „SohUef^t to« iierlftiitv; 
aif,f^e|i Pni^k^e|i einer in.ii|onUch|en,Strahlt^J^ fif^f^. 
der Mittte .zwischen zwei mit ;Kwei ein^ndi^r zugcord« 
einander zageoreneten, so neten' gleiche Winkel ein, 
ist^'^iefn isageordnetet oh- «o thnt s^iil irttg^b¥^'#et«4^ 
eadlUb.eat£«.rjit, liad um-, eiA. .ftUicheli, . Il9i4 //um^^^. 



24 Von proj. GeidTüti'-v; bbdi: SlittMb«' in d. Ebene. 8, 

etttferat, se ILeet.sein ^o-, senkreckt« «so hslfteii sie 
geordneter in der JUitte die von den beiden ande*- 
viv'ibcbfjfa d^WkW^I übrigen- ren Sik'alileii ^higeMbi#*ki 
Pankten." i« . .i;.J i: . .,. . «tnen WiirkcL".i ,\ .•. ■j,h.:. 

lyiii'^eltten'skikfl (y.X weletib etg^Biiflid^'sill^ in 
(ä!i iiti4 OK) . eiithalteti; sind, sind deshalb üodimiib >ddHt- 
Ii}?her ausgef proshen Y^Qrd^, weü sie sich auf dip eia^ 
facJhBtea.F&lIe .Toftt 'vier liaiwaiusdicii , £}wieiitfHPi.* b^ 
aie&enjf F9ll<j, die lOfter TÖrkominen imd'imtof icMm^ 
sei^' ^Dmstän^en^ Vie eracht^fa, B'd^aemficitkfit 

und yqEibeate i^w^breo*. i :3qlchio eiAf9cbeiJE!äl,|e,;^MseOi 
sidK »' W^flii ^beliebige Tter Jiarniionmbe Eleriientet )sctg#^ 
beu ^^liä, zttfoIp;e der oWgin SWze (U;), >^^ '^^^'^^^^ 
8te^Ien,/(f^gl, ,§..7^ Ii;!). /3M irgeiid Vier /^stq l)^rfi|Q-| 
nisehei Punkte ä^t, ft;'0 gegeben^ and.soIlen^TJM Strab-« 
len ä|/d|VBi;ci; ei'Aes ätlrablbüschels B^ durcb dieselbeit 
eefegi werd^n^t^elche !'sich in dem ' eeäannfed' eiitfa- 
cbeiii^FaUe jheßnArP, A- h^.yß^: iw^fc^n ,»fijpi .zug^^frdT 
Ii4te^ zu «eiilaiidir.'seDkVeehl'sifid;' oder ^vrat 'auf daaeelbe 
bibaif^IStiFt (y.V/Vöi) denen ei&er init zwei ztigeordlneibii 
gIfii(phQ ,WioXd fi;a$c)iliefs^^ 99, ht imter diesen ßedin- 
gutagen öfifeDbar .der Ort des Mittelpunkts Bi des. Sirabl^ 
bObihelsf 'auf zn'ei beistimmte Ki'tise beschrankt; deren 
DljyLJrc^messfii; . die, )(Vbslände jfl^ C^ der. zugeordneten 
festen.. bai^nioBiscben Punkte sind, und zwar i9t d^r.Mitr, 
tel^ti^kt B| auf den ersteii odär anf den letzten Kreis 
beschrankt, ie'nachäein die Strahlen a^ und bi/odet' 
Ci und dj zu einander senkrecht sind, oder mit den 
jedilsmftligen : anderen ßirahlen ;glei€he Winkel . e^- 
sehliefs^. -^^ tSind andererseits irgend vier 'feste "bar-" 
mbnische Strahlen ,a, d, b, c ee£e))en, übd s6l( man' 
sie* 4iiriQh ' eine Geradp Ai in vier ?, Pi^nJ^tei^ fjcbnei- 
den^wekhe den igenännten einfachen 'F«ll > darsteUen, 



MvhMi mewOend^ Ai Üi^ber ^BadtüglMr uMeidbr in 
i^ieriVeMdiieMiHn lIMililMgM ' gUrf^ter^^bii -Im* ftli 
Mil ^i«w d«r Tiet Itüea iStraÜM fiMiRrf, > rfib' eiMr 
ülr«^ DMdtofiMtle ttD^ndlich etttferbr, m : Ikigt ÜMMik 
si%e«iliti<C^ te «Iw:^ HOnt «ihslAefl dkl' i will ÜMgMl 
und amgekehrt, liegt ein Durchschnitt in derMiMwfi 
»Atf6i %mi ^doand'erisügMi^et^ii, «»ifsl t^ ao^rd- 
B«itr "in^ttiilieb eiitfeiM 4(^0' Md Ailliln dli^G^HNfo 'Aj 
ddw ^Hpr^eiJdM' Strahte paralM/^ Aui ' dieif^r -B^ 
t#aldbttinglztdkl «an folf^ttde fisttei I, <> ' ^ '<''' 

^^^W^enn darch Ibelielige ' S) „Wenn Ton beliebigen 
▼ier f<t8te barmoniscbe Tier festen larAiotfi'iAbhen 
Punkte i,^, I, < vier? solch« &lr*hlen a»'4|b|0t si"^« Gc- 
Strablen eines^ Stij^blb A*:r«d^ At in ri<yr,, solchen 
schelsBf gehen «ollen, TOtt Pffnlrtcn geo^nitten wer« 
denen das eine'Paa^' tnge- den soll, daTs von iwei su- 
oi»4tte«e die^ i^oit d«n iin'^c^'geord»itl!ii» Piiopltfeni^ 'itk^ 

rcA Pa«r 4{48l)f^AM<Mi<l»peP{.fijP« ni^end^^c^h .-otilfosiU 
Winkel hsUten (r.). «O.ist .nnd der ^nd^re iadckrHiAtA 
der tJrf des JlIittelpanKtes zwiseuen den zwei.fibri- 
Bf^^es^ I^t^dih4b4s^baft^ani geii PnÜkf^ir' 1fegt,^0 idVkYi 
zwei bestimmte Kreise be- die Gerade A| mit irgend 
schränkt, welche die Ab- einem der, vier festen 
ätSnqe np, CO der Sich zagCp Sirahlen par^allel. se^i^y 
ordneten feslenPankte von and'nmgekehrt, ist si^ init 
einander zu Parchmessern einem der letzteren, pai^al; 
haben"*^). lel, so finden.allemal jene 

B.edlngangen statt.*^ ■ . 

Durch den letzteren Satz finks ist iße Kicfatigkeit der 
obigen Behauptung (§.7, II, a.) dargcthan. . \ ,^ " 

' ^) Ans diiMeitt Satze Wen sich trtitiiHteH)ai' ;Ä^ 
andferer Saite herleiten, aW z. D.' nachfolgend^i • * » : . i I 




Dr^f^cks 

d o^der c, Welche 'deti*Wititel an det'Spi 

sen Nebetrwi'^kel hälftct,' stets dn-rchcitrcti dritic^a f^ 

Bten Pnnkt'b o'deV e d*'r GrnhdKiiie geht', so l%ft''de!r 

OVi dor^Sf itze B des Vi'eiecfiii <Kti' be>b^limttter l^reilK, 



96 Von proj. Gern^M m* A$lk^ \SMUIki io d. Ebene. 8i 
(l^mMiiiAH^ipttraUfH U(« < sa 4bid>flietelhcli<riii«M*rcbtte 

Strahlen a, b (Fig. 1»), %iig«todi|M liamPMilch« JBmJkM 
oder.Slrablen sind, läfat sich .fblgen^erniaüiBen eftoauer 

**» A«f deiiiibigen Aus^rOcken <!,. 3.):' r^i'i 

•'••' ab ' de siu C^dy ^in (äc) ; ' ' 

.;: Eb bf' 8111 (bd> /jin (h^c/ 

4iirchi: wekbQ die barmooisch« L9^e 4w )edefiiiialig«n 
^er'Eienicnte be^ittg^t wird', folgt nnnrilt«lbary y/vem 
QämlicJfi der 'Punkt m m der Mitte mischen' a und 6 
uif4.dQr «Strrfil b^ in dec Mitte ^afiscbe». ii und b Jiegf;: 

Hl Ijl ■ i II" . ».•<-. 

1 . • » • . ■ 

W.elcker'^en Abstaii,3 bc A^^ dritten festen Ponl^tes b 
iierx Ton demienieen t^unlcte c oder b, der in Be^us: 
i^nr die zwei genannten Lndpunkte a, 0, fein zu^^eord- 
iieCei^ hariiionisQher l^'nnKt ist, zam Durclimesser hat.^^ 
tn diesem Fallet wo die Strahlen d, c die von den Strahlen 
«, b eingeschlossenen Winkel liiilften, hat man bekanntlich: 

nnd umgekehrt, wenn diese YerhäUnisse gleich sind,. so Gndet 
jene Yoratusetzung statt. T)aher folgt femer der nachstellende be- 
kannte Satz. 

.^'^W.cjip 4ie Endpunkte, Ot.ft der Gruü^liuif eines 
Dreiecks aBb fest sind, . und wenn das Verb ä.Uo^ifs 
B,a.: fifk 4^1; beidern übrigen Seiten gegeben, (s^, ;«o ist 
4499; .Oi>t „df^r Spitze 9 des.DfeiT<?1|8 ein Kr^U, 4«^«.«» 
J|LiM^lp.u.nkt<in deri.genanntei^ .Grundlii^M'^i^U ..«■•nd 
ZtWfir, /sind die £ndpn.nkte dieiier Grundil^aie zu den 
^%dp.iinkteq (b, d^eaiia.ibr Uc^gf aden Dure;b<m^s(«erji 
4p>iil^?^kPA:»Jftß^qr4ne^ .|i^fi9iiMQbe f^nkf^i, a^^ 



mk > »c ^moP imm6t*.t tg<4Ml) w i«<lic)*iit^ah^'^te<{bbA 

fl#9A|i«htie«Jb0a^«lltf3 m%tdt Pftdoli«;(t§<U|ji8fi«»4*i 
di».iJMlft»4^»»KikT«itor itt( T •»g«»te»^r Willilei, freU 
gci04rdLD«Jt««9afik.tft'<b,C)'iioB e.h.4. stv^tl •. Bii<g«irrdne4« 
dejna|)<^«ig«APittolet«^V^el* ft«BakU». .(i^V iiÜ4.i 4m^ 
obcVrtii'AedrMiitexiFitMkeB SAmUendlid eiBBsMlicIit«! 
dea c^eL'ibrigieiii Punkte« däs'ukdev MMt^ s)m«ck«k 
(0,1) Ueg|,.glticb4len Q«a< dev^^^iei flbrigei SiiiaiiUll 
doeat d«s l|alj>4sil AbAtaBdct (^h) llltg^ gl^ieliid«r'jM^«bi 
(jm9^mb) 4tril0iztüKeu ¥9mU^ len. PioieB»<dcv* T«b|»mU« 
M v«ki.««a«tiiid€nc'*. (' . • > des 1iallr«B l^inktfU (^b 

• (fab))««IwBl«]icB die leizteB 



I I 



fenrcftf-diejBWefl Qe^^äeik (d,'e>, w^liiKe ille Whllft4 
an der SpiUe des l>r«i«ek*s ii»iFt#B, g«kfeb at€l^ duP^k 
Ewei riB8t;e<Pu;»kte/nBml'iek durch die End^ttlilt« (b^ t) 
des ^ ■ »B B t (e B ]>Br« k W « »8^ r s/* Und amgckebrt : 

„Nimmt man in eiBein Durcbmeaser cb eiaea Krei« 
ses irgend zwei Punkte a, b^ die. in Bexoe auf dessen \ 

Endpunkte c,t^, zpgeordn^teli'armonisctie runk'te' sind, 
80 haben Je zwei' Cerade üB^ (Ö, welche dieselben 
mil i.c^ttfd 0ln1^iBrPin]ct«.B dba Kreiaa* ▼(fcrii^iidc^, ei- 
nerlcii Verb«lt»ii;8, ^nd zf^ar T.^irbflteu ajtft 8^>|ai^^ 
mal wie die AostSnde der angenommenen Pnnkt^e, to^ 
dl;fn irin'en odei'de'm aüdefen Enflptitilttf dbfif'Dnrch'fftes- 
«e^rl, aito wi^ (Ur^lr, odfer wie-At :'<lf; xi>0d'filr»ar:id:la 

B im Xreii^e 'mit den Endpunkten des genanntenDurcb- 
fhfcWs^rS rerbiftden, bslften die voil jenen etsten zwei 
««r«d««)6lBfe«cMö*sye^i^n>^iilk«i^^'»^^ « i .1 "« l»if«i 

,. ffi,}^ihVi 8*^ J»i«^ iWcbi.i>pA.»HP»5b«rW.¥«)gei*|(;en.«Mr 
barmpnjsche Punkte^ und harmonische Gerade in Beziehung; auf, den 

Kreis itnscliliei^enV allein da sich dieselben Eigenischäften in der 

flilge Alp- alli> Ki^kchnitt« zugleich' b%iw^en- hs^tüi *eo 'ise '^ 

9{n(^cJ(i9^^;9Ji0 bi9iAi|biiiBa,T0r^k»^ni.>s . ! l/.i,-;. u >«li j . 




28 Von proj. Gendontw^i Awä^ HtiifclUun d. Ebene. 9. 

l^iiWiVie' X4'V) sv^^^i^ffnet« sie stranien (a, 07 xng< 

isl 1) 4aa Reehteck snter Um aind, Ist 1) daff^r^^H 
ikren Abatinden tob den- derTangenlen der Winkel, 
fenigealNiBk^e «,' welefcer di« »it^ wfir d^wSüräkfe k 
Ivlde^HHi^swIacli^« deii eik»diiUrtteli{'Tdtfrni«'^e» 
i«ilen'Vntokil^tt li^glV'ven MiU« kmiäiA9w^'4dm f^uk 
h99ttm&per Ge«ird«v> nnd Sirahl««liegl^^«ib«b4lttdl^ 
»^■r'grlaiek dem^Q^aadral 9erGr5f8>e,«iii-A «wtav^letek 
äie4* kallbea Albstand^« 4ei^ dep«wei«BäfPi^t«M»d«T{raift^ 
fcsU« iPnnikibe vbn^tnan^ geiieaes ^^fllTen« Winke IW, 
de«;nnrd 2)>}e svfel' a«leke weieke'i di^- feiten filrafa^ 
Fnnkte^ liegien.- fedeamal len\'e»Ba«41leriei; «nd^ 8) 
•tt^^neklei' Seite des ge* beide 'ftii^aklen Regeo )«- 
nknmieni Psaktea» m% • nnd dennial »anf einerlei -Selre 
lfcwgek^kttr|edeaWeiPaiil»* des genannten Strablea k; 
^;^^elcfa'e diea^en/baideb und umgekehrt: jede zwei 
Bedingnngen- ingleibk g«^ Strahlen, welche diesen 
■Agen, sind angeordnete beiden Bedingungen an- 
|l^#jrift<rniaete jInnkAe in&e- gleicji. gebngen,,ain:d nnge- 
K«9.»n(die.genannUn a^el qirdneUliaraiOttii^keStrali- 
f^aJtenFnnkte,*^ ,;, !. len in Qeang ^nf die ge- 

. nannMn S^ei feaie&Stralt. 

•iM'iyt -- .» j •» 'i ') . ' i'it; len» -1 • ' I' '* ' . .j' . 

• Zwei nnd mehrere Gerade., und zwei und mehrere - 

ebene- otrahlbüschel. 

»j I • - • . » • .. « . • ' •. , .. • . • { '• ■ . . •• • 

r A/Dcr GregeBstand der'bMiierigcs'BefnicMtiiig be^ 
XtahUh di^ z^ei Gebilde B/As näniKbb dnefa'cb^iicD 
i^Uj^Uliaaiqhc;) B. npd.^^me Gerade Ä, di,e,.ßi9b,4p äoIt 
chftr Bentehmig :etttgegeitig€fieltt \raren, däb thhne file* 
niMte tinandi^ nüfi bestimmte Vf^he, entSprachdA/ üiid 
(dadurch einem bes(i9n)nteo Gesetze ^'nte^Worf^iOk yrajcnl 
und wobei düe Grebilde .prolecliviscb gebaBnt^wur^ 
dch."^Ste weitetie Beft-a^litnng wii^d ^ich nnn auf diq 
U^t^i^sdchoiig der gegeniscUigen BeziehuDg ausdeWeviy 
y^di^^.ei^^i^ii» lYfj^ die. mit deml- 

selben Strahlbfischei' pro)ectiviB€h inind; lidd andb^et^ 



f. .'..•. Mihinre.eh«Mk.«.lMlMMi'8liilllliK'-..j fi.-^ 

(ßehiden proycstwbck^aind^iiiMliTOldbeiilBaKr'a 
wehvtrm GtMdett» ^ fiemdtb >ubiI* StiMbMMi^ ik$ 

I. Sind zwei Gerade A, Ai (Fig. 81) .sit iüm» 
tHNi>'deiiis^eii fiChihlblsiikA ]>>'p^a]|ß4lt«iäcll, so 
daJk.^aim IhntinkitoiBttfelkte' 0» fi, Oib,L...«.:ia:d«r G«*» 
deii ▲<fUBd*(Jbc6liiNiite!S«nkte •,^i6i;^h^ii*^«^«'*Mi( Ar 
Gcfadefi Jk^ ävü kcütimiiite Wit84:<|. &> iiMar:iinm 
liieaürtiwtfftt (srdtelziei 0§^^4,) idea'.StfuIien. a»b,is^(4»i**»u 
«te* iSlraU&ifiscbeb B i eaiipmoiM»« < )boi toUen jil» «vNf 
PttuVäe a oaddi^'b u&diii, c nikdci d^ ä; iif. derGe^ 
radetf» weUie deiitsdimi :S(nU d^StiiihlliilBckiUeiilr 
«piieGbeDf^ebeiifalU.^e|iUpreckendifPtt]ikte''>h«iftei^ 
nad; die' Geraden .sdllen». in Bezoguaif idai ^attz^ fi^ 
fitem iiirer ! eniäpreckei^defi; Punktenpaare, Cp^taA .»^»bc»' 
)«c4iv4ftcV geaannfc twefdfen. .. fJadi^wetti'die pr^yedl- 
lAscHen Geradea A^' Ai soicbe JbbMiidel'rf Lage: halMi» 
dlufs^lieide zügleicb mit' dem SlvaUbösdiel 3 fieripedir 
^dk evMl .(§LäLX.da&r v^mlicb >edf r SUaU da» SttaM- 
bllMMs > ddrcb die ibui/«at$pr^eodcai-<PiAilitei.^eidar 
Geraden . gxibt^ :mfe ötwaiift (Fi^^'ITi)^! ddnd ^a^llMiidit 
Geraden ..ebenfälU) ^erspcetivdabbVi geiiaimt: «forden, 
4md dann.ibitst :der: Hrnkt «B-;/nro|6e^i(iAi3|feuabl.r 
JedeandbceLagf der Geraden», die btol|l peJrafleiiril^ 
▼iacb aal; aott.^scibiiefe.Lagef^beiluin. iFemeB aoiU^fl 
skMfohl bei. i^erisilbiefeii, lab.lM^ debipferapiacftinrir 
scben.Lage der Geraden A, Ai, die StrablM.ia^il^ 
..^.. ;dder diejötiigto ^Gerildta :Mif M'i, !C(!^<;..^M, die 
jdxitA ^ <xii$f9tt^u^^eJ Pmatk-te*.gehaft;iMiFjro^otiAnar 
«irahleiiS genaiink» ^^cdcnJ.; JEldi dcrrpan^eatitiscMi 
Lage dqp Gbr/iden;iA^.M (Fa^iTi^^geUui alatt ^elPiM- 
i»rtidaiatwiMtn>auJrohi ei«ea: bUst^llnifeB fiiHtkl,» di«di 
dm^mfrirticmlipnMJhit ft usd .biU»if^ «mWit^^^i* 



».'. 



80 Von projiiamdm^ «Ixbo« ' ffldWu. ■»ttJ Ebene. 9, 
fcJiHiBl JBj* hei müctI ■ liittW big#^^flBdta'<«K^««X 

sto tirid Mwäi'M&iiM* seW neikwdrdigcb 4&owIm tmt- 
temrorfenv' weicbesim drittiB KifÜel pih»i 4in lci mdit 
n wirdi' - J / ' • ♦ 1 . v . •- ' 

Bei wf^> piojcfctitfsdiea G^rädM A, At ist Jemer. 
4i»BigeithllinlicIiUir deirPuilkUtMlilenisCriKdiBMg 
wähtinffiwu /BebstAe^ odk s.>B/ dieGeiaden mk de« 
AlMbUittMbeL B, tmd jiko aoisb- nlilcr tiA,.ia p^Mpeo- 
4ivis<flier Li|;e (Rgk'70vifcDd eind qy^ die|e«igea.SlN ji . 
leof ^^ ^^ den^GetadeO' ptvallel sind, aiM>* idfe Pa- 
Mllelstfuhlen (§.'2i), eo entfpritfbtrftüUuA detiPanb 
i|i> in der Geraden Ai d^m ODeadlieh- entfemtai Puikte 
f der- Geraldeo A, und es- fntipriclit der.Pnnkt r.in 
det Geraden A )dem nnendliclL entfernten Punkte ri'der 
Geifide» Atw JDin^ ^wei Punkte q^yi to|(en fortan «^die 
D^nr^iisebnilte 'disjrFarnllelati*ahl«n!' genannt nweo- 
den« Es iA Uatf dafe, ^enn anch die Geraden AyAi' 
M^aohiefp «Lage- gd>cacht 'werden' (iE*i^ 9.)» dann die 
>#ojMticHl8sltfaktto T^^i oderi^q^ rri iftimerki»nMt ife. 
Ii4n]^arailcl bleuten (§iBL)y imüibalb* klitere aUdann 
idnim 'neckParaHeiiirahlen heitsen i^ölien. ' . ". » 
M ' «Endliph ist nikfa aui bemprken^. dafa; iwenndieGe^ 
riden Af Ar ^erepectirisdi eind'CFig;?.)? dann^ioalnreni 
lN»rckndini|t8pankie ' (tfi) ztrel efttspredieodb* Pimkle 
fy^fi Tercinigt sind, indem nimüeh d«rPiio)ecti«n6stfabl 
^ tiffenkpri beide* G«k-aden ugleich- in leiiem 
«dbeidet« ' - / .. . .f , . > - .: 

; IL Sind z«fiei:SlraUbflsok^I B,Bt ^igiUO mit 
einer und • derseUM» Geraden : A *pve|e«4i«i8c&» Bit 
dal» alio l^Btiinnile i5t^ahlen'a,b(G(.d^..*j^. deS'^SCraU^ 
bOakbeb B; • und* bestihinte StraUen lai^b^ C|[,idi,*..J. 
de» StraklbOkcbek 8^> derBiBÜie ukch beatinntenPiinl^ 
ttei^^ 6^4;*^u«.. dar GeikdeD} A^ 4mC' jdie-.db^iJS' 9^ 
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9, n./HAim^<fQM«ie<fv«dbfwfcrfilf*h|^i;i n/ M 
p{ilire';iiS»u|idl(«i9 klidd'liii ^updiCi^ Miliar jw.^ihNrfitüMl' 

fete,.ipnd JtißSirdhIbasiM adhiti aolk*, idi BetibliMg 
Mf r>iii0 /gam« Sy^teni iltrar tntapr^diMiilhi.'&MlilMly 
paare» 'tetM „pM|.e«lMiMb*' ^aoiil w«»dteil Bad 
HienH) Ewei |>io|e<titisdbe» Sttahlkfisdiel. 1VB^.«o|r|)« 
besondere Lage baben».4ii& betie aughfcb aäL^.dar^^r 
rbäfsi^' A> perstpeelHiseb' abdl, da£t ntinlwh Ik» ^federn 
Pmikt der Geradeo die zwei ihm ea^pf^b^ii^til fllf«bf 
len «eiiHiiider «chiiieidenf wie (ihmi iti (Fig4)fid)y oder 
aAdi iii,(Fig:JkX d«Da.aolleii;dieSlrablbilecbdi.ebtaIiUi 
^f4it»petiiyUth'' belCsev^ mdr daftBi MllL^die G^nnl^ 
A ihr „perspectivischer D*rfchtebaiti''> i^i|ltult 
wer4eBb; JUde andertiLage derätmblMtehel (B^tt(, wo 
di^tetticht p^erspecüffisoh.rfnd^adU ^yätkidfe-L^g«? 
beifseoL- .;.?*'•« .t r- »• - ♦ •. j / 

Bei zwei projectitiacfaea SbuhUifiecbela ByfifflHfct 
es^ im AttgemisiQto^.ttiiie^ der imzäliligf n Men^ ent- 
fipriEMsbendcr Slrablenpaare, til^ei. beittuuBtei Paiavei Jtm 
Bkikwr allto tibrigeaauf «igendiüailidie Weiae.«tt4 
zeirhten>, nämliith dadurcb^ däCs sowobldi^ siM SkdSk-i 
leä des «Mmh als- )die -desian^lenBn'.SlrBblbasbhelf^'ni 
^inaiider vocbftwinkiig.and«' ::Befiiiden.tteb*2.:Bi.idie 
Steahbfiscbd io perqp^edtivkcbei' Luge <f ig. ML^, :a» ist 
im Aügeneinem vor' ein- einziger' KiieiruMtv diea Jie^ 
diiigimgeiiimögiich» dais ier duvdi dieMitte^unktt'B^'Bj 
beider SMblbüsebflgae, und 'dafsr sein tMittdpafikt m 
in>4em peespectiiriäehetiiPiirdbsdiiiitt'A'Mg^ - «Sjodi^t 
diafDiirchicbnille dieee^ Kreiewim^uad »Aar Oeradeii 
A^< ^o*%enlMBi«if{«dbaff Ae ■wd'StMbleopMtf'e sin^ d^ 
t «ffl>tf» «Ke^^eMnaWel Panktea •eat^m^biu^id^t'wiuK 
erwähnte Eigenthümlichkeily da nSmlidi sowdil s and t, 
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^im» iArflt»tS(nMai^M[t^>n«ir «llieto*'die ^numto^Bii 
^htaliehli^ nik^Mie. '^a: diese SigdiSGlNift' iiitAc 
VM^ider Cage dM^SCridilbasiWI tfbUiigig iä,B0fimdei 
dftsMMlicMf Blatt ^'IKiiiin «idk die Iel«f eren« in sdiirfl» 
lAgb hcfiMcn (1%. 11^). iDieisweifi)raUeD)^iiMi«,tiiBd 
•ijt^«^ s(4fcii!FoHad'^die!&eilienkel der e^tspreoiieii^ 
d'thir^clUcitWinJLeS'riieilMi..: i :.*:,. 
iH I' Konhi Wgiiiemeiikt Wcirdite»,' idoft wqnn «iprel SlntU* 
MMlfebBy'Bi 'per^cc(fffiicb'6ind'(Fig; Ift), damiallenMJ 
zf^ei entl|irecftende Strahlen % e^ » aufeinander f aitan, nan»* 
WKWidiescb.'Tereiiiigte, öder gemeinscbaftliebey aSiraiil 
(^e^>.l8t 'derjenigev-'^^bev» darcU diei Blittelpunlble 
B^Bi der StraUbfiacfael gebe. > - : / . ^ i ' i >:'* / 
o/f .]9»:{Bfei.IprofeetiTi6cfa^ Geriided ^undl bbi paofeeCi* 
im^beb'>BtfsdiIbüäibeIii. kann znnacbsf iuK|h:tlden G6* 
aetzen gefragt werden, welchen ihre entsprecbenden 
Elcaieif leii|>aare' «nnterwOrfett sind. 'i • ^ i H 

Uv* Ihif:xiTeii!projectiTtsohe Gerade AyAi, itüfolge der 
eftigen/'Et^Iämig <§; 9^>L), .mil eineifa md> demselben 
Staahlbfifid(eL.B profectivisch .Bind, .so folgt TOPUiftge 
(§• 4^ ioder §.'6.) aogleidi^ data aiÜ8ehen'>irgendiiiiier 
entspbechekiden Ptmkf enpaaren' ^beider Geraden ei4 be* 
aiimittea Gesell itatt'find^niüssfeJ .:I>enik sind: a^byC^d 
irgend vleir Strahlen : dea! StrdhUi^8cl)elsi B,. aüi !aind 
a^tyC^tt» und } Ol, 6ir;Ci.»^i. die.; ihnen' «tttoprediMkden 
PiiAt«' In ' ^en : Geitidte A undiAi«: 8i6,t6ind'>gefnsa^, 
t90ii.' jeqteitSirriden ;abhSngige«!Ilo|^pttYerli8ltni^8e/ äo^ 
tri>U:<gleicb .b^stbuniteb iDop^eWeahttltnisaen. (die iron 
deüiTiet ertleiian:PttiiklenriJl& Mwh gkiob »bestiitihiteii 
]>o|ppekerliMlnis8(6Bi idi4). von 4eni4Nr IctaMcnVankteli 
abhttngeniiiCdlglic^ jnüaaeii :allcb dieidjclifeMte X^dppth 
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▼eAlIlniiee gidcli jenen sein, die sUk auf die irier erste- 
ren Punkte beziehen, lund folglich hat man (§. i, IL)* 

^ ac «b Oi£i 0, b, 
• ^c' bb ""b.Ci ' >ibt* 



I. / 2. 



Tb ' cb ""libi ' cTbi 



«Oboe Ol bi ^ Oi^ 
bb • bc^'bibt ' biCi' 

Da andererseits zwei projectivische SlrahlbQschel 
B, Bi mit einer und derselben Geraden A projecfiTisch 
sind, so folgt ähnlicher Weise wie vorhin, dafs zwi- 
schen )c vier entsprechenden Strahlenpaaren a, b, c, d 
und dj, bi,C|,di beider Strahlbüschel ein bestimmtes 
Gesetz statt finden mtisse, nämlich dafs folgende toq 
diesen Strahlen abhängige Doppelverh&Itnisse gleich 
sind (§. 4, IL): 

sin (ac) sin (ad) sin(a|r|) sin(aidi) 
sin (bc) sin (bd) sin(b|C|) ' sjn(bid|)* 

sin (ab) sin (ad) . 8in(aib|) sinCaidJ 



4. 



IL \ 5. 



6. 



sin (cb) sin (od) 8in(eibi) ' sin(c4dx)' 

sin (ab) ^ siti (a c) sin(ftibt) ^ sjnCSjCi) 
sin (cb) ' sin (de) 8in(dibi) ' sin(diet)* 

Diese Gesetze (T, U.) lassen sich, wie folgt, mit 
Worten aussprechen: 

«0 „Bei "zwei projectivi- a) „Bei zwei projectiri- 
schen Geraden Ä, A^ habea sehen Strahlbüsclieln B,Bf 
jede vier entsprechende haben jede vier *ent8pr€- 
Pu.nktenpaare a nnd Ai, h nnd chende Strahlenpaare |i nnd 
Bf, CundCi, bundt)^, .solche a,, Vandb|, cnndc^, dandd^ 
gemeinschaftliche Bezie- solche gemeinschafiliche 
hung zu einander, dafs die Beziehung zn einander, dslii 
drei DoppelTerhSltnisse, die drei Doppelverhältnis- 
die ans den gegenseiligen se, die ans den Sinufsen 
Abständen der vierPunkte der Winkel zwischen den 
in der einen Geraden zu- yier Strahlen des ei«eft 

3 



34 Ton proj. Geraden »• eben« SiraUb. ki i. Ebene« I0. 

•#■1 menge »et et sisd^gleieh Strahlbfif ckeU xn#«lnnien- 
tind den drei Doppelver- gesetzt sind, gleich sind 
bSltnissen, die sieb ans den drei DoppelyerbSlf- 
den gegenseitigen AbstSn- nissen, die sich ans den Si- 
den der vier Punkte in der nnfsen der Winkel xwi- 
anderen Geraden zasam- sehen den rier Strahlen 
mensetzen lassen." des anderenStrahlbüschels 

zusammensetzen lassen.** 

» 

Es. ist wesentlich zu bemerken^ dafs bei den drei 
Ausdrücken (I.) die vier Punkte in der einen Geraden 

■ 

auf entsprechende Weise einander zugeordnet (§. 4.) 
sind, wie die vier Punkte in der anderen Geraden, 
und dafs ferner die gegenseitige Lage der einander zu- 
geordneten Punktenpaare ebenfalls in beiden Geraden 
ilbereinstiinmend ist, nämlich in d^m Ausdrucke (1.)» 
bezogen auf (Fig. 7, oder 8.), folgen die zugeordneten 
Punktenpaare (a und 6, C und b; Oiundd, Ciundb,)» 
sowohl in der einen als in der andern Geraden ab- 
wechselnd aufeinander (§.4,6.), und in den Ausdrü- 
cken (2, 3.) folgen die zugeordneten Punktebpaare 
(a nnd C, 6 und b; Oi und Ci, (i und bi\ oder a undb, 
6 und C; Ol und bi, 6i uod Ci) sowohl in der einen 
als in der änderen Geraden nacheinander (§,4, a.). 
Dafs diese Uebereinstimmung der gegenseitigen Lage 
der zugeordneten Punkteopaare in beiden Geraden im- 
mer statt finde, folgt daraus, dafs zwischen jeder Ge- 
raden und dem Strahlbüschel B, mit welchem beide 
projectivisch sind, eine ähnliche Uebereinstimmung ob- 
waltet (Ende §. 4.), wodurch denn jene nothwendiger 
Weise bedingt wird. 

Ganz denso wird man andererseits in den Aus- 
drücken (IL), in Hinsicht der Zusammenordnung und 
der gegenseitigen Lage der zugeordneten Strahlenpaare 
in den zwei Strahlbüscheln B, Bi, eine gleiche Ueber- 
.eiaglinuviuiig wahrnehmen. 
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Vermöge dieser U^bereinstiimnuog und vemiOge 
der obigen Ausdrücke (I, IL) selbst' folgt also» dafs, 
wenn von den 8 Elementen, auf die sieb einer dieser 
Ausdrücke bezielit, irgend 7 gegeben sind, dann das achte 
Element dadurch ganz unzweideutig besümnit sei. Denn 
sind z. B. die 7 Punkte a^byC, b; ai,6|, C| gegeben, so 
ist der Werth des YerhSltnisscs <|| bi : 6| bi durch die 
drei übrigen Verhältnisse eines der drei Ausdrücke 
(I.) gegeben, nun könnte aber der gesuchte Punkt bi 
diesem Werthe in zwei Terschiedenen Lagen genügen, 
und zwar wobei er das eine Mal zwischen und das 
andere Mal jenseits der festen Punkte Oi, 6| ISgo, 
allein da die gegenseitige Lage der vier Punkte <i| , 6|, 
Ci,bi mit der der vier Punkte a, 6, c, b Übereinstimmend 
sein mufs, so wird dadurch entschieden, welche von 
den zwei Lagen dem Punkte bi nur allein zukommen 
könne* Auf ganz ähnliche Weise folgt, dafs wenn an- 
dererseits von den 8 Strahlen, auf welche sich die Aus- 
drücke (IL) beziehen, irgend 7 gegeben sind, dann der 
achte genau bestimmt sei (vergl. §. 6.). Also folgen 
nachstehende Sätze: 

ß) ,,Das ganzeSyslem der ß") „Das ganzeSystem der 
entsprechenden Punkten- entsprechenden Slralilen« 
paare in zwei projcctivi- paare in zwei projeetivi- 
schen Geraden A, A| ist sehen Stra]ilbü8'chelnB,B| 
bestimmt, wenn irgend drei ist bestimmt, wenn irgend 
Paare gegeben sind, d. h., drei Paare gegeben sind« 
sobald drei solche Paare d. k, sobald drei solche 
gegeben sind, etwa a,Kc, und Paare gegeben sind, etwa 
^19 (|9 C|, so ist zu jedem s, b, c und a^, b,, Cf, so ist 
beliebigen vierten Punkt zu jedem beliebigen vier- 
(b) in der einen6eraden(A) ten Strahl (d) des einen 
der Ihm entsprechende Strahli}üschels(B) der ihm 
Punkt,bf in der anderen Ge- entsprechende Strahl (d,) 
raden,yerm5ge derAusdrü- ^desanderenStrahlbfischets, 
cke(I.), genau bestimmt." vermöge der Ausdrficke 

(IL), genau hesiimmt.*': . 

3* 
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Und zwar folgt (vergl. §• 6, ß)x 

f) „Dafs man in zwei Ge- y) „Dafs man in zwei 
raden AfA, gani nacliWill- StrafalbGscheln £,3« ganx 
kühr dreiPanktenpaare, eir nach Willkfikr drei Strah- 
wa a und üf. (und (|, C undCf lenpaare, etwa a und a^ , b 
anawählen, nnd sodann fest- und b^ , cnnd c, , answShlen, 
•etzen könne, die Geraden and sodann festsetzen kön 
•ollen projectirisch und ne, die Strahlbnscfael sol 
di^se drei Pnnktenpaare len projectirisch und die 
sollen entsprechendcPnnk- «e drei Strahlenpaare sol 
tenpaare sein." len entsprechende Strah 

lenpaare sein/* 

Und ferner folgt durch Umkehrung: 

^„Sind die Punkte a,(,C,b, 9)Sind die Strahlen a,b, 

.... and(l|,(|,C|,bt, •** ^^ zwei c, d, und a|, b|, Cn d|, .... 

Geraden A und A, der Rei- zweier Strahlbüschel Bund 
he nach solcher Gestalt Bf der Reihe nach solcher 
gepaart, dafs zwischen je Gestalt gepaart, dafs zwi* 
▼ ier Pnnktenpaaren die sehen j« vier Strahlenp^a- 
obigen Bedingungen statt ren die obigenBedinguugen 
finden, nämlich dafs sie statt finden, nämlich dafs 
dem Gesetze (I.) genügen sie dem Gesetze (II.) genü* 
and dafs die gegenseitige gen und dafs die gegensei« 
Lage der vier Punkte in tige Lage der vier Strah- 
der einen Geraden mit der len des einen Strahlbü- 
der vier Punkte in der an- schels mit der der vier 
deren Geraden überein- Strahlendes anderenStrahl- 
stimmcnd ist, so sind die büschels übereinstimmend 
Geraden, in Beziehung auf ist, so sind die Geraden, 
alle jenePunklenpaare,pro- in Beziehung auf alle jene 
jeetivisch/* Strahlenpaare, projecti- 

visch." 

11. Bevor die besonderen Fäll« der so eben auf- 
gestellten Sätze (§.10.) untersucht werden, sollen diese 
nebst einigen früheren Sätzen erst kurz wiederholt, 
und noch einige erweiternde Folgerungen daraus gezo- 
gen werden, die sodann zusammen die Fundamental- 
Sätze Über projeclivische Gerade und ebene Strablbü- 
scfaei ausmadien, und deshalb bei späteren Betrachtun- 
gen häufig Anwradung finden. 



11, ' M^brcrc Gerade u. mehrere Strahlb* 37 

I. Die Sfifze (§. 4, and §. 6.) und die vorhin aas 
ihnen gefolgerten SStze (§. 10.) lassen sich, ii?ie folgt, 
kurz zusammenfassen. 

er) ,,Bei zwei projectivischen Gebilden — 
seien es eine Gerade und ein ebener StrahlbÜ* 
schely oder zwei Gerade, oder zwei ebene 
Strahlbüscbel *- sind die Doppelyerh&ltnisse, 
welche durch irgend vier Elemente des einen 
Gebildes bestimmt werden, gleich den Doppel- 
Verhältnissen, welche durch die vier entspre- 
chenden Elemente des anderen Gebildes be- 
stimmt werden; ferner ist die gegenseitige La- 
ge der vier Elemente des einen Gebildes über- 
einstimmend mit der der vier Elemente des 
anderen Gebildes/' 

/9) „Daher ist das ganze System der ent* 
• sprechenden Elementenpaare zweier projec- 
tivischen Gebilde bestimmt, wenn irgend drei 
solcher Paare gegeben sind»'' 

y) „Und zwar können solche drei Paare 
ganz nach Willkühr angenommen werden*^ 
Und umgekehrt (a): 

S) „Sind die Elemente zweier Gebilde der- 
gestalt gepaart, dafs die durch irgend vier Ele- 
lente des einen Gebildes bestimmten Doppel- 
verhältnisse gleich sind den durch die vier 
entsprechenden Elemente des änderen Gebil- 
. des be stimmten Doppelverhältnisse, wobei noth- 
wendiger Weise die jedesmaligen beiderseiti- 
gen vier Elemente übereinstimmende gegensei- 
tige Läge haben müssen, so sind die Gebilde, 
in Beziehung auf alle jene Eiementenpaare, 
projectivisch.'' 
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IL Aas den vorstehenden Sfttzen folgt nnmiltenMir 
der nachstehende umfassende Satz: 

ä) „Sind zwei Gebilde — Gerade oder 
ebene StrahlbQschcl — mit einem drilteq pro* 
jectivischy so sind sie ts auch unter sich." 

Dieser Satz umfafst nämlich nachstehende sechs 
Fälle , wovon die zwei ersten schon oben (§. 9.) als 
Erklärung projectivischer Geraden und projcctivtscher 
Strahlbilschel gegeben wurden. 

p) „Sind zwei Gerade A, fi) ^Sind zwei Strablbfi- 
A, mit einem und demsel- sckel B, B« mit eiaer nnd 
bea Strahlbfisckel B pro* derselben Geraden A pro- 
jecti?i8Gh, 80 sind sie es jectivisch, so sind sie es 
anch unter sich/* aacli nnter sich.'* 

y) „Sind eine Gerade A r) „Sind 'ein Strahlbu- 
nnd ein Strahlbfischel B schel B nnd eine Gerade A 
mit einer nnd derselben mit einem nnd demselben 
Geraden A| projectiriscb, Strablb&schel B, p^ojec*- 
so sind sie es ancb nnter tivisch, so sind sie es auch 
iicb.'* nnter sich.**' 

d) „Sind zwei Gerade A, d) „Sind swei Strsblbfi- 
A, mit einer dritten Gera- schel B, B| mit einem drit- 
den Aj p'rojectiyiscb, so ten Strahlbfischel B^ pro- 
sind sie es auch nnter jectivisch, so sind sie es 
sich/^ aach nnter sich." 

III. Durch Wiederholung und Zusammensetzung 
der vorstehenden Sätze (II.) gelangt man unmittelbar 
zu dem nachfolgenden ausgedehnteren Satze. 

„Ist bei irgend einer Anzahl n Gebilden 
— • Gerade und ebene Strahlbüschel — in ir- 
gend einer bestimmten Ordnung genommen, 
der Reibe nach jedes Gebilde mit dem darauf 
folgenden projectivisch, so ist jedes mif je- 
dem^ also namentlich auch das erste mit dem 
letzten, projectivisch." 

12. Was nun die vorhin erwähnten besonderen 
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FAHe ariMiriffi (§• 11.), ra sind daifon zwei Arfca za- 
unterscheideo, nämlich entweder sind bei beliebigen 
Gebilden Bolehe Elementenpaare zu beCracbten, ftr 
welche die AnsdrficLe (§. 10, I, IL) wesentlich Tcrein« 
facht, oder es sind solche Gebilde lu betrachten» bei 
den^n für )e vier entsprechende JElementenpaare )en» 
Ausdrücke Tcreinfacht werden« 

Die besonderen FsUe der ersten Art entstehen 
dadurch , dafs durch die Eigenthünilichkeit der Elenen- 
tenpaare entweder einzelne Verhältnisse in den ge- 
nannten Ausdrücken » 1, oder daCs der Werth eines 
Doppelverhältnisses «s 1 wird. I)ie wichtigsten FftHo 
der Art sind folgende. 

I. Nimmt man bei zwei prolectivischen Geraden 
A,Ai, anstatt der Punktenpaare cundCi, b und bi, die 
zwei Punktenpaare q und qi, r und ri, die den Parallel- 
strahlen zugehören, wo nämlich <), fi die unendlich 
entfernten Punkte der Geraden A, Ai, und wo i)iy r 
die sogenannten Durchschnitte derParallelstrah- 
len sind (§. 9, I.)> so werden die Ausdrücke (§.10, 1.> 
zufolge (§. 7, I.)» wie folgt vereinfacht: 

ar Oi<»t _ , 



1) 1 



2) ah t cit 






<ti6i 



Aus dem ersteren Ausdrucke (1.), der bei späteren 
Betrachtungen durch zweckmäfsige Anwendung zu merk- 
würdigen Folgerungen führt, folgt: 

a) 6r : ar o aiq^ : dqu oder 

Nimmt man andererseits bei zwei projectivischen 
StrahJbüschehi B,Bi, anstatt der Strahleppaare cundcu 
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d uod Alf die zwei' recbtwinkEgea enteprecbendea 
SteaUenpaare 8 und s^ t und t^, d. b., di« Sebetdiel 
d» eatsprecheaden rechten Winkel, wo nömlich so-' 
wobi 9 und t, als 8| und ti zu eipander rechtwinklig 
sind (§. 9, II.), so werden die Ausdrücke (§. 10^ Il.> 
dwnfallB Tcreiofaclity und namentlich wird aus dem 
ersteren derselben (welcher wichtiger ist, als die bei- 
den übrigen), wenn man bemerkt, dafs 8in(90^ + x) 
ES cosr^ abo z. B. sinCat) « cos(as): 

.V sin (as) cos (a s) ^ eos(ait|) sin (si t,) 
fiin (bs) ' cos (bs) "" cos(biti) ' sin(biti) 
oder: 

y) tg(as) : tg (bs) » Ig (b,t|) : tg (ait,), und 
S) tg (as) . tg(aitO « tg. (bs) • tg (biti). 
Eben so b^t mau: 

n) *g (at) : Ig (bt) » tg (b,6,) 5 tg (aiSi), und 
Si) tg (at) . lg (a.sO « tg (bt) . tg (bisO- 
Die Ausdrücke (ß, S^ Si) enthalten, mit Worten 
ausgesprochen, nachfo^ende merkwürdige Sätze» 

„Bei zwei projecÜTischen „Bei zwei pi^ojectivischen 
GeradenA,Ai ist dasRecht- StrahlbüscheUB,Bf istdas 
eck (ar.a,qt} unter denAb- Produkt aus den Tangen- 
ständen irgendzweier ent- ten derWinkel, welche ir- 
sprechenden Pnnkte (Cl,Cii; gend zwei entsprechende 
oderii,^i,..).vondenDnrch- Strahlen mit den angleich- 
schnitten (r,(^t) der JParal- namigen Schenkeln (s, t|, 
lelstrahlen unverander- oderSf,t)der entsprechen- 
lich, d. h., für all,e Punkten- den rechten Winkel ein- 
paare hat dieses Rechteck schliefsen, Tonanveränder* 
<iinerlei Inhalt.^* .lichem Werthe.'* 

Wenn also bei zwei projeclivischen Geraden A^Ai 
die Durchschnitte (r, Cf^) der Parallelstrahlen und aufser« 
dem irgend ein Paar entsprechende Punkte a, ai gege- 
ben sind, so sind die Ausdrücke (et, ß.)y durch welche 
Zu irgend einem Punkte der einen Geraden, etwa zu dem 
Punkte b in der Geraden A, der entsprechende Punkt 
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61 in der anderen Geraden Ai beetiimnt i^rd, sehr ein- 

fach und hequem. Nebstdem nämlich, dafs durch die 
genannten Autdrücke über die Grobe des Abstandea 
(6i<)i) des Punktes 6t von dem Darchsehaitte qi dea 
P^IIelsfrahls entschieden wird, tvird durch dieüeber- 
einstimniung der gegenseitigen Lage der Punkte in bei- 
den Geraden, die I^age des Punktes^ bi genau bestimmt, 
denn je nachdem die Punkte, a« b ^uf einerlei oder 
auf verschiedenen Seitan das Punktes t Kegen, be« 
finden sich tibereinstimmend die Punkte Oi, 6| auf ei- 
nerlei oder auf entgegengesetzten Seiten des Punk- 
tes <)i (§. 10.). Wie loiicbt zu sehen, findet anderer- 
seits bei den zwei Strahlbüscheln B, Bi in Rflcksicbt 
der Ausdrücke (y,S^9 Aehnliches statt. 

Es ist ferner leicht zu sehen, dafs umgekehrt, wenn 
in zwei projectiTischen Geraden A, Ai irgend drei ehU 
sprechende Punktenpaare d, 5, c, und (liy6i,Ci gegeben 
sind, dann durch dieselben ^ie Clurchschnitte r, (^ der 
Parallelstrahlen bestimnrt und mittelst der Ausdrücke 
(I, 2, 3) oder (§. 10, 1.) zu finden sitid; und dafs ebeiü 
so, wenn in zwei projectiviscben Strahlbüscheln B, B^ 
irgend drei entsprechende Strahlenpaare a, b, c, und 
ai> bi; C|, gegeben sind, dann die Schenkel (s, t,Si,t£) 
der entsprechenden redhten Wmkel (st), (sit^^ vermöge 
der Ausdrücke (§. 10, II,) bestimmt und tn finden ^indL 

IL Von den Ausdrücken (§. 10^ 1,110, auf (FJg. 
7, 8 und 10^ 11.) beaogen, gestatten, vermöge der ge-^ 
genseitigen Lage der Elemente^ nur zwei, nSmIich nur 
die Ausdrücke (§. 10, 1, 4.), den besonderen Fall, dafs 
der Werth der darin entbalteneh Doppekerhältnisse 
B 1 wird, und da alsdann die berderseitigen vier Ele- 
mente, auf die sich der jedesmalige Ausdruek • bezieht, 
zugleich faannonisch sind (§-8, 1,ix.), »o folgt also (was 
zum Thett schon in §; 8, IL Msgesiproehi»!): 
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y^Di^fB bei swei projetii- f»D«f* bei swei pr«}ec- 

Tischen Geraden A, A« ir- tiyiicben Strahlbfiscbela 
gend vier barmoniscben B, Bf irgend vier harmoiH. 
Pnnklen in der einen 6e- sehen Strahlen in dem ei- 
rad»en an eh Tter hnrm^ni* nen Bfischel anch vier har- 
sche Punkte in der ande- monisehe Strahlen in den 
ren Geraden entsprechen«'' anderen Bfisch^l entspfe- 

chen.** 

Und umgekehrt (§. 8, I, ß.): 

„Sind in jeder Ton twei „Sind in jedem Yon twei 
Geraden A, A| irgend vier Strahlbfiseheln B, B| ir- 
harmonische PnnkteOfbtiyC gend Tier harmonische 
und A|, b„ l|, C| gegeben, so Strahlen a, d, b, c und a^, d,, 
kattnman anrachtrerschie- b,, c, gegeben, sokann man 
dene Arten festsetien^ die anf acht verschiedene Ar- 
G.eraden sollen projecti- ten festsetien, die Strahli 
Tisch nnd jene Punkte sol- bftschel sollen projecti- 
len entsprechende Pank- Tisch und jene Strahlen 
tenpaare sein, und itvar sollen entsprechendeStrah- 
isl dasa nnr erforderlich, lenpaare sein, und swar 
dafs in jedem Falle irgend ist dazn nnr erforderlich, 
zwei zugeordnete harmo- dafs in jedem Fa ile irgend 
nische Punkte der einen zwei zugeordnete harmoni- 
Geraden auch zwei zuge- sehe Strahlen des einen 
ordneten harmonischen Strahlbfischels, auch swei 
Punkten der anderen Ge- zugeordnetenharmonitchen 
rüden entsprechen." Strahlen des anderen 

Strahlbüschels entspre- 
chen.^' 

13. Die besonderen Fälle der zweiten Art f §. 12.) 
bestehen darin, dafs bei den projectiviscben Geraden 
Ay Ai. entweder je zwei entsprechende Abschnitte glei- 
ches Verbtf tnifs zu einander haben, oder einander gleich 
sind, und dafs bei den projectiviscben Strabibliscbeln 
By Bi je zwei entsprechende Winkel einander gleich 
sind. Von der Möglichkeit dieser Fälle kann man sich 
leicht überzeugen, wenn man die Gebilde in perspec- 
tivischer Lage betrachtet, nämlich wie folgt. ^ 

I, a) Bei zwei perspentivischen Garaden A, Ai kön- 
nen die besonderen Umstände eintreten, dab entweder 
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a) der Profectionsponkt B (§• 9.) tmendfick entfernt 

liegt, so dab die Projectiönsstrahlen a^b^e^ tSimiit» 

lieb parallel sind, ivie s. ß. (Fig. 12.)» oder ß) dieGe«^ 
raden A,Ai können parallel sein, und der Projections- 
piinkt B entweder 1) zwischen, wie (Fig. 6.), oder 2) 
jenseits denselben liegen, wie (Fig. 13.). In jedem 
dieser Fälle findet offenbar die besondere Eigenscliaft 
statt: „Dafs )e zwei entsprecliende Abschnitte 
der Geraden A,Ai einerlei Verhftltnifs haben,** 
so dafs man also , statt des obigen Gesetzes (§. 10, 1.), 
in diesem Falle z* B. hat: 

, ab at «b 6c 

Äi^i fliCi öl Dl DiCi 

Zwei Gerade, denen diese besondere Eigenschaft 
zukommt, sollen fortan projectivisch „ähnlich'' heifsen« 
Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar: 
„Dafs das ganze System der entsprechen- 
den Punktenpaare zweier projectivisch ähnli- 
xher Geraden A,Ai bestimmt sei, wenn irgend 
zwei solche Paare gegeben sind." Und 

„Dafs man nach Willktlhr zwei solche 
Paare annehmen und sodann festsetzen kdnne, 
die Geraden sollen projectivisch ähnlich und 
jene Paare sollen entsprechende Punkten-^ 
paare sein.'' 

Femer folgt, mit Rücksicht auf das Gesetz (§. 10, L): 
„Dafs zwei projectivische Gerade A, Ai 
allemal ähnlich sind, siibald irgend drei Paar 
entsprechende Abschnitte, welche durch drei 
Paar entsprechende Punkte, etwa o,b, c und 
<i^ifiif<i9 bestimmt werden, gleiches Verhält- 
nifs haben, d. h., wenn a6 : ai6t ■* ac : üiCi » 
6c : iid ist" Und: 
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f,Dat$ zwei prufectiTiscbe Gerade Shnlich 
aind und perspectivisch liegen , sobald ir- 
gend drei Projectioasstrahlen, etwa a, b, c, 
parallel sind/' 

' Koch bleibt ein Umstand zu bemerken, der bei 
späteren JSetraditungen inlereasant^ Folgen' nach sich 
aieift,. nänflich dafs bei projectiviscb ähnlichen 
Geraden A, Ai> jedem endlieh entfernten Punkte der 
einen Creradcn, ein eben solcher Punkt n der* anderen 
geraden entspricht .Denn in (Fig. 12.) findet offenbar 
gar kein Parallelstrahl q statt (§• 9, I.), und in (Fig. 
6. und 13.) haben beide Geraden einen genieinschaft- 
liehen Parallelstrahl q. Daher folgt also nothwendiger 
Weise: 

^Dafs bei zwei projectivisch ähnlichen Ge- 
raden ihre zwei nnendlieh entfernten Punkte 
(<lf <ti) entsprechende Punkte sind." Und uin> 
gekehrt: 

^Dafs wenn bei zwei projectivisehc'n Ge- 
raden ihre- unendlich entfernten Punkte ent- 
sprechende Punkte sind, so sind die Geraden 
ähnlich." 

b) Wenn femer bei zwei projectivischen Geraden 

A^ A| entweder a) die Projectionsstrablen a,byC, 

parallel (Fig. 12.) und beide Gerade mit ihnen gleiche 
Winkel einschliefsen (so dafs baOi »> ))iOia), oder 
ß) wenn die Geraden parallel und derProjectionspunkt 
Bin der Mitte zwischen ihnen liegt (Fig. 6.X oder end- 
lich, y) wenn sowohl die Geraden als die Prof^etions- 
strahlen unter sich parallel sind (Fig. 14.): dann findet 
offenbar die besondere Eigenschaft statt: „Dafs )e * 
zwei, entsprechende Abschnitte der Geraden 
A,Ai einander gleich sind/' so dafs man, etatt des 
vorigen Gesetzes (a^ 1.), in diesem Falle hat: 
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In dem gegenwSrtigen Falle sollen deshalb die 
Geraden A, Ai projeetiTisch ^gleich'* (congment) 
heifsen. 

Dieser Betracbtangtufolge ist also ^bei zwei pro- 
jectiviseh gleichen Geraden das ganze System 
der entsprechenden Punktenpaare bestimmt, 
sobald ein einziges Paar gegeben ist'' 

Auch folgt, wie leicht za sehen, „dafs zwei pro- 
jectivisehe Gerade A, Ai allemal gleich sind, 
sobald irgend drei Paar entsprechende Ab* 
schnitte derselben, welche dnrch drei ent- 
sprechende Punktenpaare, etwa o, 6, ( und <li, (^ 
Ci, bestimmt werden, einander gleich sind, d.h., 
wenn oft » Oi^i, OC ■** öiCü und 6c *» biCi ist." 

Endtidi folgt (a)t „Dafs bei zwei projecti- 
visch gleichen Geraden ihre unendlich entfern- 
ten Punkte entsprechende Punkte sind." 

II. Zwei perspectivische Strahlbüschel B, Bi 
können insbesondere so sein, dafs entweder a) ihr 
perspectivischer Durchschnitt A (§. 9, II.) zu ihrem ge- 
meinschaftlichen Strahle (eci) rechtwinklig und von den 
Mittelpunkten B, Bi der Strahlbüschel gleich weit ent- 
fernt ist, wie etwa (Fig. 5.), so dafs je zwei entspre- 
chende Strahlen gleiche Stücke von einander abschnei- 
den, nSnilich Ba =* Biü, B6 =* BjB; u. s. w., oder 
ß) dafs je zwei entsprechende Strahlen parallel sind, 
welches nämlich dann eintreten würde, wenn man in 
Gedanken die Figur 10. sich so veränderen liefse, dafs 
während die Mittelpunkte B, Bi der Strahlbüschel feit 
blieben, deren perspectivischer Durchschnitt A sich ins 
Unendliche entfernte, wodurch (Fig. 15.X entstände. In' 
jedem dieser zwei FäUe findet offenbar die besondere 
Eigenthümlichkeit statt r 
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JD^t9 )e zwei entspreeliende Winkel der 
xwei SlrahlbflscbelB^Bi einander gleich sind;" 
so dafs man ako, statt des obigen Gesetzes (§• lO» ILX 
nur die einfacbe Beziebnng bat: 
3* (ab) » (atbi), (ac) ■=• (ajCi), (bc) ■■ (bjCi) n,s. w. 

Zwei Strahlbfischely denen diese besondere Eigen- 
schaft Zukommt sollen proj^ctiTiscb ^ygleich" heifsien. 

Es folgt ans dieser Eigenschaft onmitlelbar: »»Dafs 
das. ganze System der entsprechenden Strah- 
lenpaarc. zweier projectivisch gleicher Strahl- 
büschel bestimmt seil sobald ein einziges sol- 
ches Paar, ^twa a^ai» gegeben ist/* Jedoch sind 
dabisi» in Hinsicht der Aufeinanderfolge der Strahlen, 
oder der Lage der Strablbiischel, zwei Fälle zu unter- 
scheiden« Nämlich man kann die Strahlen der Reihe 
nach in beiden StrahlbOscheln entweder in gleicher 
oder in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgend 
annehmen; d. h.» man kann annehmen die Strahlen 

a,d,b,Cy und ai,di,bi,Ci, folgen sich, von 

^deo Mittelpunkten der Strablbüscbol aus betrai^let, 
entweder 1) in beiden StrahlbQscbeln rechtsherum, 
oder in beiden linksherum , wie z« B. (Fig.lp.)» oder 
2) in dem einen Strablbüschel rechtsherum und in 
dem anderen linksherum^ wie z. B. (Fig. 5.)« Bas 
Gesagte findet statt, die Strahlbüschel mögen sicli in 
perspectiyischer oder schiefer Lage befinden. Im Falle 
(1.) sollen die Strablbüschel „gleichliegend" und im 
Falle (2.) sollen sie ,,u n g 1 e i c h 1 i e g e n d" heifsen. Wird 
der eine Strablbüschel in* Gedanken umgewandt, und 
wiederum zu dem anderen in dieselbe Ebene gelegt, so 
wird die Ordnungsfolge seiner Strahlen offenbar eine 
andere, so dafs, wenn die Strahlbüschel vorher gleich- 
liegend waren, sie jetzt ungleichliegend sind, und 
anch umgekehrt ^ Dieser Unterschied der Lage zweier 
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projectivisch glddktr StraUbfiacliel giebt sidk weiter 
uoteiiy bei der ErxevgvDg der Kegekduiitte, auf sdir 
aufbUeode Weite kuad. 

Es M%t ferner: ^Dafs zwei projeetiTisehe 

.Sirablbilachel B^Bi allemal gleich sind» sobald 

irgend drei Paar entsprechende Winkel der- 

selben^.welcbe durch drei entsprechende Strahr 

lenpaare bestitfimt werden, gleich sind." Uadi 

y,Dafs daher zwei profectivische Slrahl- 
bü^scbel gleich sind und perspecliTisch liegen, 
sobald irgend drei entsprechende Sirahleft- 
paare parallel sind," 

Endlich mag noch bemerkt werden, dafs es bei 
zwei projectiviseh gleichen Strahlbfischeln nicht nur 
ein Pdar entsprechende rechte Winkel giebt (§. 9, IL), 
sondern dafs vids^br ]eäem reiJiten Winkel des einen 
Strahlbüschels auch ein eben solcher im anderen ent- 
spricht 



_ I * 

Von der gegeaseitigen Lage der Gebilde und den 
darch sie bedingten Satten und Aufgaben. 

14. Nachdem die allgemeinen und besondereii Ger 
setze, die zwischen den entsprechenden Elementenpa«^ 
ren zweier pro)ectivi8cher Geraden A, Ai und zweier 
projectiTischer Strahlbüschel B, Bi statt finden, nnti^v 
sucht worden, sind nu^imebr die Eigenschaften, welche 
von der gegenseitigen Lage der Gebilde herrühren, gcr 
nau zu betrachten, und zwar sollen zunächst die Merk- 
male aufgesucht werden,^ woran man erkennt, ob zwei 
solche Gebilde sich in perspectiyischer oder in 
schiefer Lage befinden. 

Da bei zwei projectivischen Geraden A, Ai,.wenn 
sie perspectiTisch liegen, zwei entsprechende PunM^ 
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(e, e,) n ihMDi Dmdischniite yeranigt siadl (§. 9, L), 
and da das ganze SjAem ibrcr entsprechenden Punk- 
tenpaare bestimmt 18^ sobald irgend drei Paare gegeben 
sind (§• 10, ß.)t so folgt notbwendiger Weise, dafs sie 
aidi allemal in perspectiviseher Lage befinden werden, 
wenn entweder irgend zwei entsprechende Punkte in 
ikrem 'Durchschnitte vereinigt sind, oder wenn irgend 
drei Profectionsstrafalen in einem Punkte zusammen- 
treflen* Sind z. B. die Geraden A, Ai (Fig. 8.), in An- 
sehung der Punkte a,ft, c, und üi, 6i, Ci, pro- 

)eotivisch, und. man denkt sich dieselben in solche- Lage 
gebracht, dab irgend zwei entsprechende Punkte^ etwa 
t und ff, zusammenfallen (Fig. 7.), so müssen alle Pro- 

Jectionsstrahlen a Q i , 6 ft, , < Ci , durch einen und 

' denselben Punkt gehen. Denn fhnde dieses nicht statt, 
so kannte man den Punkt B, in welchem irgend zwei 
Strahlen, etwa aai, 6(i, sich begegnen, als Mittelpunkt 
eines Strablbüschels B annehmen, und dann würde letz- 
terer die Geraden A, A| projectlvisch schneiden (§. 9, 1.), 
und zwar wären a und Oi, 6 und i^y t und fi drei ent- 
sprechende Punklenpaare; da aber durch drei Paar ent- 
sprechende Punkte das ganze System der entsprechen- 
den Pnnktenpäare bestimmt ist (§. 10, /?.), so mufs das 
neue System von entsprechenden Punktenpaaren mit 
dem gegebenen TÜllig übereinstimmen, und folglich müfs 

jeder Strahl c, d, des Strahlbüschels B dnrch zwei 

gegebene entsprechende Punkte t und Ci, bundbi, 

oder umgekehrt, jeder Strahl 'CCi, bbi, , der ein 

Paar gegebene entsprechende Punkte c und Ci, bund 

ti, verbindet, mufs durch den Punkt B geh^n. 

Denkt man sieh ferner die gegebenen Gerade A, Ai 
(Fig. 8.) in solche Lage gebracht, dafs irgend dreiPro- 
)ectionsstrahlcn, etwa a<li, 6Si, cCi, einander in einem 
Punkte B treffen (Fig; 7.), so müssen alle übrigen 

Pro- 
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ProfectionmtraMen fe^i» «•... doreh die^n nimKdien 
PiinlLt g^eD. Beim niiniiit man in der Tbat den Punkt 
B als MiCtelpnnkt eines Slrabiirflscheb an, so scbncidet 
derselbe die Geraden A, A^ pro}e€tivisdi, und zwar 
so, dafs a und üi, 6 und hu c und Ci drei entspre- 
chende Punktenpaare sind» allein da diese Punkten* 
paare auch zu dem gegebenen System Ten entsprechtii- 
den Punktenpaaren gebdren^ so sind die Geraden in 
beiden Flllen für die nimlichen Poüktenpaare, prejec* 

tivisoh; und folglich gebt f eder $trabl d, des Strahl* 

bitoebels B durch zwei gegebene entS|)recbende Punkte 

% und bi, der Geraden A, Ai, oder umgekehrt je« 

der Projectionsstrahl der Geraden geht durch jenen' 
Punkt By und folglich liegen die Geraden perspectiTisch» 
Da andererseits bei zwei projeetiTischenStrahlbtt* 
schein B, Bi, wenn sie perspectivisch liegen, zwei ent- 
sprechende Strahlen (e, eO zusammenfallen (§• 9, IL), 
und da das ganze System ihrer entsprechenden - Strah- 
lenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gege- 
ken sind (§. 10, ß)i so ist klar, dafs sie sich allemal 
iii' perspectiTischcr Lage befinden i/i^rden, wenn ent- 
weder irgend zwei entsprechende Strahlen aufeinander 
{allen ^ oder wenn die Durchschnitte von irgend drei 
entsprechenden Strahlenpaaren in einer und derselben 
Geraden liegen. Sind z. B. die Strahlbüschel B, Bi 
(Fig. 11.) 9 in Ansehung des Systems Ton entsprechen- 
den Strahlen a,h, Cy.w.« und ai,,b%, Ci, profecti- 

Tisch, und man denkt sich dieselben in solche Lage ver- 
setzt, dafs irgend zwei entsprechende Strahieu*, etwa e 
undei» aufmander fallen (Fig. lO.X so messen, jede zwei 

' entsprechende Strahlen a und ai , b und bi , c und Ci , 

sich auf einer .und derselben Geraden A schneiden. Denn 
Legt man durdi zwei solche Durchschaute, etwa durch^die 

Dnrchtdnitte <t» 6 d^ Strahlenpaare a und a, b, und b^ 

4 
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aae Gerade A, «o würden, wen aian iHr enea Angen- 
blick, am die Mittelpiuikle B, Bt, sUtt der gegebenen 
Strahlbfiscbd, tadi andere doiLen wollte, welche die 
Gerade A vom perspedtviscben Dorrbttdinitt (§. 9, 11.) 
hfttlen, dieselben von den gegebenen nidbt verschieden 
sein kennen, weil sie mit ihnen die drei entsprechen- 
den Strahlenpaare a ond ai, b und bi, e nnd Ci, wo* 
dordi das ganze System der entsprechenden Strahlen- 
paare bestimmt wird, gemein hätten^ folglich schneiden 
sidi je zwei entsprechende Strahlenpaare cnndci, d 
und dl, der gegebenen Strahlbfischei anf der näm- 
lichen Geraden A, nnd folglich liegen die StrablbQschel 
perspedfvisch. Wird femer angenommen, die gegebe- 
Strahlbüschel B, Bi (Fig. 11.) seien in solche Lage 
versetzt, dafs irgend drei entsprechende Strahlenpaare, 
etwa aondsi, bondbi, c und Ci, sich auf einer Ge- 
raden A schneiden (Fig. 10.), so wtirden, eben so wie 
vorhin, wenn man sich um die Mittelpunkte B, Bi, 
auCier den gegebenen Strahlbflscheln, noch andere den* 
ken wollte, welche die (ierade A zum perspectivischen 
Durchschnitt hätten» dieselben nicht von den gegebenen 
verschieden sein können, weil sie mit ihnen die ge- 
nannten drei entsprechenden Strahlenpaare ganein hätten, 
folglich müssen die g^ebenen Strahlbfischei perspecti- 
visch liegen, und die Gerade A zum perspectivischen 
Durchschnitt haben« 

Demnach hat man nachstehende Sätze: 

„Zwei projectiyischeGe- „Zwei projectiyitche 
rsde A, A« befinden sich Strahlbfischei B, B| befin- 
allenil in perspectiTi- den sich allemal in peiw 
scher LagC) wenn entweder spectivischer Lage, wenn 
«) irgend swei entspre- entweder a) irgend zwei 
chende Punkte in ihrem entsprechende Strahlen 
Dorehscnitte ▼ e re ini gt aufeinander fallen, oder 
8ia4; oder i?) wenn irgend fi) weaa irgend dr^L eai- 
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drei Projectionsstrahlen aprechende Stralilaapaar«^ 
in einem Punkte znainv» sieh auf einer Geraden 
ment reffen.** Und umgekehrt: schneide n.** Und umgekehrt: 
^Wenn ron diesen zwei „Wenn ron diesen iwei 
Umständen (« oder ^) der Umstanden (a odtr ß) dar 
eine oder der andere ent- eine oder der andere ent- 
schieden nicht statt findet, schieden nicht statt fin- 
80 hefinden sich die Gera- det, so befinden sich die 
den allem»! in schiefer Strahlbftsehel allemal ia 
Lage." achiefer Lage." 

DemDach kdnnen zwei projecÜTiache Crenide, oder 
zwei projecÜTiache StrahlbOachel aof anzShIic viele 
verschiedene Arten in perapecCiviacbe Lage gebradil 
werden, indem man jede zwei entsprechende Punkte 

a nnd Oi» 6 und 6i, c nnd Ci, oder Strahlen aondat, 

b und bi f c und Ci , . . : . . vereinigen kann. 

Inabesondere iat hierüber folgendes zn bemerkea* 

L Für projectiviscb ähnliche (oder gleidie) Ge« 
raden folgen aus dem obigen Satze nachatebende be* 
sondere Sätze: 

yyZwei projectiviscb ähnliche Gerade A^Aj 
liegen allemal perspectivisch, wenn ilrgend 
zwei entsprechende Punkte (aond e^ oder band 
bi, .....y oder <( and i|i) in ihrem gegenseitigen 
Durchschnitte vereinigt sind, and zwar a) 
wenn zwei endlich entfernte entaprechende 
Punkte vereinigt aind, wie z.B. eundCi (Fig.l2.X 
so sind dieProjectionsstrahlen a^byC» ..«.sämmt* 
lieh parallel, so dafs der Projectionspunkt B 
unendlich entfernt liegt; und b) wenn die un-' 
endlich entfernten, einander entsprechenden, 
(§. 13, L) Punkte q, <)i der Geraden vereinigt 
sind, d. h., wenn die Geraden parallel sind^ 
dann treffen alleProjectionsstrahlen in einem 
endlich entfernten Punkte B zusammen» der 
entweder zwi8ehen(Fig.6.X oder jenseits (Fig.l3«) 

4* 
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der Geraden lie^'t (8tad die Geraden gieicliy so 
liegt der ProjecliODSpütikt B im ersten Falle in der 
liliUe zwischen iboen (Fig. 6,)» und im anderen Falle 
Megt er anendlich entfernt (Fig* 14.)).*' 
Und ferner folgt: 

^Findet sieb, dafs bei zwei pro)ectlvtsche\i 
Geraden irgend drei Projectionsstrahlen pa- 
rallel sind, so schliefst man daraus, dafs die 
G^eradeo ähnlich (oder gleich) sind, und dafs 
slefierftpecliviscb liegen (§• 13» I, a.)«" 
IL Für Strahlbascbel folgt insbesondere: 
^DaXa xwei projectivisch gleiche Strahl- 
liiiilchel B, Bt allemal perspectiviacfa liegen,' 
wenn irgend zwei entsprechende Strahlen 
(«.«UHlat» buodbi, «...•) aufeinander fallen, und 
zwar dafs a) wenn sie gleichliegend sind (§. 
13» I(*)> }® zwei entsprechende Strahlen unter 
sich parallel, mithin ihr perspectivischer 
][>tirchschtt«itt A unendlich entfernt ist; oder 
]p)-weiin «st^ ungleichliegend sind, ihr perspec- 
tiviscb^x Durebschnitt A auf ihrem gemein- 
achaftlicben Strahle. BBi rechtwinklig steht 
und ihn hilf tet. (Fig. 5.y 
. Und ferner: 

. „Findet sich, dafs bei zwei projecti^ischen 
Strahlbüscheln irgend drei Paar entsprechen 
deSfrafalen parallel sind, so folgt daraus, dafs 
dio Strahlbüschel gleich, gleichliegend und 
perapectivisch sind (§• 13^ II.)*'' 

JL6w Ueber die peRspectivische Lage zweier projecti« 

ylscher Geraden oder zweier projectivischer Slrahlbü- 

adiel ist siodi feigeades zu bemerken. 

•: >..D^ ridk zwei projectitisobe Gerade A, Ai allemal 

iao|pjei4pectinsclie(r Lage befinden, sobald in. ihrem 
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DiifchscIintUe irgend xwci cnlsprechende P^nkle itffi* 
üigt sind (§. 14.)» 60 hni folglich der von iboea «ingt* 
schlosseiie Wiakei auf dieae Eigeoschaft keinen Ein^ 
flufs. Hält man die eine Gerade, etwa A (Fig. 7«X hü, 
.während man die andere Ai um ihren - gemeinschaftU^ 
chen Durchschnitt (efi) herumbewegt, ao jedoch» daii 
die nämlichen twei entsprechenden Punkte c und ft 
atets vereiaigt bleiben 9 so werden also die Geraden 
keinen Augenblick anfhüren perspectivisch zu seia, afe* 
lein ihr Projectionspunkt B wird offenbar gieicliwilig 
mit At seinen Ort änderOf.und es entsteht dabar die 
Frage, in welcherLinie er sich bewegen werde? 

Vermöge der Paralleklrablen q, r ist diese Frage 
leicht zu beantworten. Denn da dieselben stets den 
Geraden A, Ai parallel bleiben, und da ihre Durch-* 
schnitte qi , r, der Voraussetzung gemäfs, ihre AbsUnde 
von dem Dorcbscbnitte (eei) der Geraden» nicht än- 
dern, so dafs die Abschnitte <)iei, re der Gröfsc nach 
unveränderlich sind, so bleiben folglich auch die bei- 
den übrigen Seiten rB, qiB des Parallelogramms Bt 
(et]) (fi der GrDfse nach unveränderlich, und da end- 
lich der Punkt r/ als in A liegend, fest bleibt, so 
mufs sich folglich der Projectionspunkt B in 
derjenigen Kreislinie bewegen, weiche tB zum 
Halbmesser und r zum Mittelpunkt hat 

Da zwei pro|ectiviscbe' Strablbüschel B, Bi in ei- 
ner Ebene sich allemal in perspeclivischer l^ge befin^ 
den, sobald irgend zwei entsprechende Strahlen aufcin- ^ 
ander fallen (§. 14.)» so hat folglich der Abstand. (BB|) 
ihrer Mittelpunkte von einander auf diese Eigenschaft 
keinen Einflufs. Hält man das eine Strahlbüscfaet, et- 
wa B (Fig. 10.), fest, während man das andere Bi ihm 
näher oder ferner rücken läfst, so jedoch, dafs' stets 
die nämlichen zwei entsprechenden Stnihkn e und ei ver- 
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cfnigt bleiben, so werden also die SlniblbOschel fort* 
wahrend perspecÜTKch sein, allein ihr perspedivischer 
Dorchsdinitt A mnCi offenbar gleichzeitig mit dem 
SCiahlbfischel Bi seinen Ort andern, und es enf steht 
daher die Frage, was das Eigenthfimliche seiner 
Bewegang sei? 

Diese Frage ist mittelst der Parallelstrahlen q, qi 
leicht zn beantworten. Denn da das Strahlbüschel Bi, 
der Yoraasselzong gemafs, sich ohne Drehung bewegt, 
§o bewegt sich folglich, jeder Strahl desselben sich 
selbst parallel, folglich bleiben die entsprechenden 
Strahlen q, qi stets parallel, sie sind folglich beständig 
die Parallelstrahlen, und folglich mufs sich auch der 
perspectivische Durchschnitt A sich selbst 
parallel bewegen, nämlich er mufs stets dem festen 
Strahle q parallel sein. 

Demnach hat man nachstehende Satze. 

„Wenn yon zwei perspecr „Wenn Ton ywei perspec- 
tlvisclien Geraden A, A| die tivischen Strahlbäscheln 
•ine fett bleibt, wührend B, B, das eine fest bleibt, 
die andere sich am ihren wShrend das andere sich 
gemeinschaftUcbenDarch- so bewegt« daTs stets die-» 
scbnitt dreht, ohne sq glei» seihen zwei entsprecben- 
ten,so dafs stets dieselben denStrablen Vereinigtblei- 
swei entspreebendenPnnk- ben, also ohne sich zn 4re« 
te rereinigt bleiben, so be« ben, so bewegt sich der 
wegt sich der Proj ections- perspectiviscbe Durch- 
pnnkt B in einer bestimm- schnitt A sich selbst pa« 
ten Kreislinie, welche ei- rallel, nnd zwar durch die 
pen der beid^ii Durch- ganze Ebene fort, d. b. er 
schnitte ((^«t) der P^r^llel- gelangtnach und nach in die 
Struhlen, nBmlich denjeni«- Lage yon jeder Geraden, 
gen der in der festen Gera- welche mit der anfängli«» 
den liegt, mm Utittelpupkt eben 'Geraden A parallel 
hat" ist;' 

Es ist hiebe! noch folgendes %vl bemerken: 

I« Bringt man» während die Gerade A immerhin* 



^ 
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fest bldbl, die Gerade Ai. in andere Lage, to dafs 
nacheinander immer andere entsprechende Punkte in 
dem DurchschniUe der Geraden Tereinigt werden, so 
erhalt man andere , Ortskreise, aber alle diese Orts- 
kreise haben den Pankt r zum gemeinschaftlichen Mit« 
telpnnkt. 

Ist der Projectionspunkt B in irgend einer be- 
stimmten Lage gegeben, so kann die Gerade Ai nur 
zwei verschiedene Lagen haben (§.6, 11.), wie z« B. in 
(Fig. 16.)^ wo Sil die zweite Lage vorstellt. Di^ ent- 
sprechenden Punktenpaare e und Ci, f und fi, die in 
beiden Fällen in dem Durchschnitte der Geraden Ter- 
einigt werden, sind so, dafs re >■ rf und (in Ai) qid 
^ <tifi9 ^cil nämlich B in der Mitte zwischen Ai und 
9(i liegt (§. 6, IL). Daher folgt ferner: „Dafs jeder 
aus dem Mittelpunkt r beschriebene Kreis 
IBf als Ortskreis angenommen werden könne, 
und dafs für denselben zwei verschiedene ent- 
sprechende Punktenpaare (eundfi, oder fundfi) 
in dem Durchschnitte der Geraden sich verei- 
nigen lassen, und zwar sind diese Punkte je- 
desmal so, dafs die Durchschnitte (r» i|i) der 
Parallelstrahlen in. der Mitte zwischen den- 
selben liegen." 

Noch sind zwei entsprechende Punktenpaare za er* 
wähnen, die sich vor allen Übrigen auf eigeuthümliche 
Weise unterscheiden. Nach (§.12, L) ist nämlich das 
Rechteck unter den Abständen irgend zweier entspre- 
chender Punkte von den Durchschnitten der Parallel- 
strahlen constant. Nun giebt es zwei solche Punkten-« 
paare, bei welchen das genannte Rechteck ein Quadrat 
wird« Denn man denke sich ein Quadrat, dessen In- 
halt dem constanten Inhalte aller Rechtecke gleich ist» 
und dessen Seite, auf der Geraden A, durch jeden der 
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zwei Abschnitt« rg, r^ dargestellt sel^ so müssen iioIIh 
wendiger Weise aucb <)i0i> <)i^ft Seitea desselben Qua- 
drats, und also rfl ■= <|i0i « t^ ^ iHi^u Min» Wer- 
den die Geraden A, Ag so gelegt, dafs eins dieser 
Punkfenpaare g und gi, ^ und ^i sich in ihrem Durch- 
schnitte befindet, wenn z. B. die Punkte e und e^ (Fig. 7.) 
eins dieser Paare vertreten, so ist das Paralleogramm 
Br(<(i)qi eine Raute, und der Strahl e hälftet den 
Ton den Geraden eingefchlosscnen Winket Und auch 
umgekehrt. 

n. Bringt man, während der Strahlbtische} B fest 
bleibt, den Strahlbuschel Bt so in andere Lage, daCs 
nacheinander immer andere entsprechende Strahlen auf 
einander fallen, so erhält der pcrspcctivische Durch- 
schnitt A offenbar andere Richtung, und zwar wird er 
jede mögliche Richtung in der Ebene erhalten köniien. 
Denn wird der perspectiTische Durchschnitt A in ir- 
gend einer bestinunten Lage angenommen, wie etwa in 
(Fig. 10.), so kann der Strahlbüschel, Bi, zufolge (§.6, 
II.), auf zwei Terschiedene Arten so gelegt werden, dafs 
er mit ihm und mit dem festen Strabibü&chel B per- 
spectiyisch ist, und zwar werden das ein^Mal zwei 
entsprechende Strahlen e, Ci,, wie in der Figur, und 
das andere Mal irgend zwei andere entsprechende Strah- 
len, etwa f, fi, aufeinander fallen. Stellt S^i die zweite 
Lage des Mittelpunktes Bi dar, so. steht A. auf dem 
Abschnitte Bi95i rechtwinklig und hälftet ihn (§.14,II.X 
daher liegt föi ebenfalls in der Kreislinie tBB^g, die 
nt zum Mittelpunkte hat, und daher werden die voQ 
den Strahlen e und f eingeschlossenen Winkel durch 
£e Strahlen s und t hälftet; und eben so werden im 
Strahlbüschel Bi die von den Strahlen ei.und fi ein- 
geschlossenen Winkel durch die Strahlen Si und ti hälf- 
tet. Daher folgt: „Dafs es für jede gegebene 
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Richtutig des p.erspcctivischen Darchschnit-i 
tes (A) zwei entsprechende Strahlenpaare (• 
und ei, oder fand ft) siebt, wovon das eine oder 
das andere aufeinander fallen kann; und xwar 
liegen dies^ Strahjen so, dafs die von ihnen 
eingeschlossenen Winkel durch die Schenkel 
(Sy t, Si, ti) der entsprechenden rechten Win^ 
kel gehälftet werden.'' 

Aehnlicherweisei wie vorbin (I^» sind hier noch 
zwei entsprechende Strablftipaare zu erwftbnen» dtoen 
ein eigenthOtnliches Merkmal zukommt. Da nftmlich 
dfas Produkt aus den Tangenten der Winkel, welche 
irgend zwei entsprechende Strahlen mit den uogleicht 
naniigen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel 
einschliefsen , für alle Strahlenpaare einerlei Werth hat 
(§. 12, l.)f so wird, wenn die eine Tangente die Qua- 
dratwurzel ans diesem Werthe ist, noth wendiger Weise 
die andere Tangente ihr gleich sein, und alsdann wer-« 
den auch die zugehörigen Winkel einander gleich sein. 
Es sei z. B. (gt) (Fig. 17.) ein solcher Winkel, so 
wird er dem Winkel (giSi) gleich sein, und wenn er 
auf der anderen Seite an t liegt, d. h., wenn (ht) « 
(gt), so ist auch (hiSi) ** (ht), mithin (gt) ■* (gisO — 
(ht) BS <bi8i). Dann ist folglich auch zugleich (gs) a* 
(giU) ^ (hs) S9^ (hiti). Vermöge dieser Eigenschaft der 
entsprechenden Strablenpaare g und gi, b und hi folgte 
dafs wenn die Strahlbüschel B, Bi so gelegt werde», 
dafs die zwei Strahlen eines dieser zwei Strablenpaare 
aufeinander fällen, so wird der perspectivische Durch- 
schnitt A mit den vereinigten Strahlen (also mit BBt) 
parallel. Und auch umgekehrt. 

16. Bevor die Eigenschaften, die von der schiefen 
Lage projectivischer Geraden und projectivischer Strahl« 
büschel herrühren, untersucht werd^a, sollen erst be«> 
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••ödere Fille, wdbei weder das Meifannl der per« 
•pectiTifclien noch der schiefen Lage klar ber- 
▼ortritt, betrachtet werden , nSnlidi diejenigen Fall^ 
wo zwei profectiviscbe Gerade aufeinander gelegt and 
wo die Mittelpankte zweier projedivischer Strahlbfisdiel 
rereinigt werden. Diese FSlle sind von grober Wich- 
tigkeit, nnd werden in etnem späteren Hefte (im vier- 
ten ) einer Reihe der interessantesten Resultate zur 
Grundlage dienen. In dem vorhergehenden (§. 15.) 
ist der ganze Spielraum in Hmsicht der perspectivi- 
•eben Lage zweier Geraden und zweier Strahlbfischel 
gezeigt worden 9 nur die genannten Grenzfölle sind da- 
bei unberücksichtigt geblieben. 
Zunächst entsieht die Frage: 

mOIi bei zwei beliebig „Ob bei zwei beliebig 
anfeinander gelegten pro- aafeinander gelegten pro- 
jectiyischen Geraden A,A| jectiriscben Strahlbtt- 
entaprecbende Punkte zu- schein B, B| entsprechen- 
sammenfallen» nnd wie- de Strahlen znaammenfal- 
viel Paare zasammenfal- len, und wieviel Paare zu- 
len?*' sammen fallen?" 

Es läfst sich zum Voraus behaupten, dafs weder 
bsi den Geraden A, Ai, noch bei den StrablbQscbeln 
B, Bi drei Paar entsprechende Elemente zusammenfal- 
len können , weil durch drei solche Paare alle übrigen 
beslinhnt sind (§. 11, ß.), und folglich die Gebilde noth- 
wendiger Weise gleich sein müfsten (§. 13, I, b.)» so 
dafs alsdann je zwei entsprechende Elemente zusammen 
fielen. Also können im Allgemeinen nicht mehr als 
zwei Paar entsprechende Elemente zusammen fallen. 
Diese Behauptung bestätigt sich auf folgende Weise, 
wenn man von der perspectivischen Lage der Gebilde 
ausgeht, und sie in die hier zu untersuchenden Grenz- 
filUe übergehen lälst. 
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I. Wird die Gerade Ai (Fig.l&), anter den oben 
angegebenen Bedingungen (§. 15. )> M lange um den 
Durchschnitt (efi) bewegt, bis sie auf die feste Gerade A 
fallt, welches, wie man sieht, auf zwei Arten geschehen 
kann, entweder so, dafs f^fi auf ff, oder dafs fil| aaf 
f I fällt, so werden aufser den schon vereinigten entspre» 
chenden Pnnkten f, fu in jedem Falle nur ein einzi* 
ges Paar entsprechende Punkte zusammen fallen, und 
zwar, wenn t und 1 die Punkte sind, in welchen der 
Ortskreis von B die Gerade A schneidet, so werden 
im ersten Falle nur die entsprechenden Punkte f,f|Und 
im anderen Falle nur die entsprechenden Punkte f, Ij 
zusammen fallen, weil offenbar nur jeder von den zwd 
Strahlen k, 1 mit den Geraden A, Ai ein gleichschenk- 
liges Dreieck, dessen gleiche Seiten in diesen Geraden 
liegen, bilden kann. Der Projectionspunkt B fällt also 
das eine Mal mit t und fi, und das andere Mal mit 
I und fi zusammen. Daher folgt: 

„Dafs, wenn zwei projectivische Gerade 
A,Ai auf einander liegen, und wenn zwei Paar 
entsprechende Punkte (< und fi, t und fi, oder 
landfi) Tereinigt sind,' so sind sie als perspec- 
tivisch anzusehen, und zwar ist das einePunk- 
tenpaar (welches man will) als Durchschnitt der 
Geraden und das andere als Projectionspunkt 
(B) anzusehen." 

Wird andererseits das StrabIbQschel Bi, unter den 
oben angegebenen Bedingungen (§. 15.), so lange be- 
wegt, bis sein Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des 
festen Strahlbfischels B sich vereinigt, so werden, aus- 
ser den schon anfänglich vereinigten entsprechenden 
Strahlen e, Cj, nur ein einziges Paar entsprechende 
Strahlen aufeinander fallen, nämlich, wie leicht zu se> 
hen, nur die Parallelstrahlen q» qu und zwar verei- 
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nigt sich gleichzeitig iincfa der p^rspecIiHB€b0 Durch- 
sduiitt A mit diesem Strablenpaare, J>aher folgt: 

„Dafsy wenn die Mittelpunkte zweier pror 
jectischen Strablbfischel B, Bi yereinigl sjn4 
uod wenn zwei Paar entsprechende Strabiett 
(e und ei, q und qO aufeinander liegen, so sind 
sie als perspectiviscb anzusehen» und zwar ist 
das eine StrahleapaAr (gleichviel welches), als 
der perspectivische Dnrebschnitt (A) zu be* 
trachten." 

IL Um die vorgelegte Aufgabe nach ihrem ganzen 
Umfange zu l(teen, mag folgende Betrachtung dienen^ 
die alle Umstände klar vor Augen stellt. 

Bei zwei projectivischen Geraden A, Ai findet in 
Hinsicht der Aufeinanderfolge ihrer entsprechenden 
Punkte folgende Beziehung fitatt. 

Befinden sich die Geradehin perspectivischer Lag<% 
wie etwa in (Fig. 16.), und man läfst in der TorsteU 
lung einen Profectionsstrabl sich um den ProjecUons- 
punkt B bewegen, z. B. fängt man mit der Lage von h 
an und bewegt ihn linksherum, Bo dafs er nachein- 
ander in die Lage von k, q, 1/ g, r, f, h gelangt, so sieht 
man, daCs von den zogehörigen entsprechenden Punk^ 
ten ^9 ^i der eine, in der GerAden A, sich von ^ über f 
hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte q bewegt, 
von da auf der entgegengesetzten Seite über I, g, e, 
)bis r r tickt, und von da über f endlich nach ^ zu- 
rückkehrt — während der andere, in der Geraden Af, 
sich von ^1 über ti bis <)i bewegt, von da über f^, 0f, 
ti^ hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte ti fort- 
rückt, und von da auf der entgegengesetzten Seite über 
fi endlich nach ^i zurückkehrt. Sowohl der eine als 
der andere Punkt bewegt sich demnach stets nach der 
nSmlicbea Riehtuog hin; würde sich der erstere nacdli 
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der umgekehrten BidUung bewegen, lo würde der an« 
dere ein Glrichee Ihnn. 

Werden non die Geniden beliebig anfeinuder go- 
legi, so Löonen dabei nur folgende xwei wesentUeb 
i^erscbiedene Fälle stau finden» nimlicb die Geraden 
sind in Hinsicht der Aufeinanderfolge der enisprechen« 
den Punkte, oder in ICnaicht der Richtungen, liach 
welelien sich, wie man eben gesehen hat, die Punkte 
bewegen, entweder: 

a) gleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Punkte 
fdgen einander nach einerlei lUchtung hin, so dafs, 
wenn ein Punkt in der Geraden A sich von rechte 
nadi links bewegt, dann sein entsprechender in 
der Geraden Ai sich ebenfalls von rechts nach 
links bewegt, wie z. B. in (Fig. 19.)» oder: 

b) ungleichltegend, d* h., ihre entsprechenden 
PuiÜLte folgen einander nach entgegengesetzten 
Richtnngen hin, so dafa, wenn ein Punkt in A 
sich von rechts nach links bewegt, dann sein ent- 
sprechender in Ai sich von links nach rechts be- 
wegt, wie z. B. in (Fig. 18.). 

Da die Geraden durch die Punkte t, (fi (Durchs 
schnitte der Parallelstrahlen (§• 9, I.)), deren entspre- 
chende: r^, .<| unendlich eiUfemt sind, jede in zwei an« 
endliche Theile getheilt wird, welche einander paarweise 

entsprechen, nSmlich sowohl die Theiie r(>f q und 

<ftfi(>i.....ri» als rgl q und <|i(i9i ri entspre- 
chen, einand^ und eathalito ent^rechende Punkte, so 
dafs jedem Pimkt im einen Theiie ein Punkt im ande* 
ren Theiie enlspricl^, so ist klar, dafs im FsiUe (b) 
längs der Strec&e r()i keine entsprechende Punkte zu- 
sammentreffen können, weil^ wenn die mit r, ()i verei- 
nigten Pnnkle etwa tli» m heilsen, offenbar die d#n 
Punkten von t bb m entsprechenden Punkte jjsnseils mj 



62 Von pioj. Oeradeii «. cbctf. Stnhib. In d« Ebene. 16. 

liegen, und eben so die den Pimklen Ton <|i bis iit 
entsprechenden Punkte sammtUch jenseits n liegen. 
Daher können nnr in den Strecken von r bis n und 
▼on <|i bis nii entsprechende Punkte zusannnen fallen. 
Dafs in der That in jeder dieser Strecken allemal ein» 
und nur ein Paar entsprechende Punkte sich treffen, 
ist leicht zu sehen, denn während z. Ik ein Punkt in 

A von r Über ^, t hinaus, bis ins Unendlidie fort« 

rückt, kommt sein entsprechender in Ai von da her 

über ^1, fi nach <|i, so dafs nothwendiger Weise 

beide Punkte irgend wo, etwa in (ffi), sich begegnen 
müssen. Oder dasselbe ist auch eine leichte Folge des 
obigen Ausdruckes (§. 12, I. /?.), wonach das Rechteck 
unter den Abstanden zweier entsprechender Punkte 
Ton den Punkten r, <|i einen beständigen Inhalt hat. 
Denn bestimmt man in beiden Strecken zwei Punkte^ 
etwa e, f, so, dafs die Rechtecke re.qit und rF.<|i( 
den genannten constanten Inhalt haben, welches alle- 
mal, aber nur auf eine Art, möglich ist, so sind noth- 
wendiger Weise e und { diejenigen beiden Punkte, 
welche allein sich mit ihren entsprechenden Ci und fi 
vereinigen. 

Im anderen Falle (a) sieht man, dafs Wjcder in dem 

Theile tf)t q noch in dem Theile qifi^i.... fi ent* 

sprechende Punkte sich vereinigen können, weil eben 
diese zwei Theile entsprechend sind und entsprechende 
Punkte enthalten. Dagegen sind r m und (|i itf Ab- 
schnitte entsprechender Theile, so daCs also von r bis 
(|i möglicher Weise entsprechende Punkte sich treffen 
können. Diese Möglichkeit hängt davon ab, ob die 
Strecke r<li so getheilt werden kann, dafs das Redit- 
eck unter den Abschnitten einen bestimmten gegebenen 
Inhalt habe, nämlich wenn und gi, ^ und ^i die ih- 
nen oben (§. 15, I.) beigelegt^ Eigenschaft haben, wo- 
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nach rg «» <|i#i «* l^^ ■■ <Ji^i» «o ist der genannte In- 
halt » td^ "" <|t fli' u* 8. w. Wenn demnach die Strecke 
rqi gröfser ist als tO + ifiSi» oder r^ + i)i^i, so tref- 
fen allemal zwei Paar entsprechende Punkte znsam- 
nien, vrie vorhin; ist die Strecke t(\i gerade gleich rg 
+ Oiflfi» oder gleich r^ + <|ifti9 so treffen nur ein 
Paar entsprechende P unkte zusammen, und zwar ent- 
weder die entsprechenden Punkte g und gi, oder ^ 
und ^i; und wenn endlidi die Strecke r<|i kleiner ist 
als rg + <ti?T> ^^^^ 2^0» welches z« B. in (Fig. 18.) 
der Fall ist, so ist gar kein Znsammentreffen von ent- 
sprech^iden Punkten mIVglich. Also kann» wenn die 
Gerade A fest bleibt, die Gerade A, um eine Strecke von 
4rg hin und her bewegt werden, ohne dab entspre- 
chende Punkte zusammentreffen,. nfimltch die Grenzen 
dieses Spielraums gestalten, dafs sie sich nach links 
bewegeh darf, bis g und gi, und nach rechts bis fy und 
^i zusammentreffen; in jeder dieser Grenzen trifft ein 
einziges Paar entsprechende Punkte zusammen, u8in- 
lieh die eben genannten; werden aber diese Grenzen 
überschritten, so treffen immer zwei Paar zusammen» 

Andererseils findet man bei zwei projectivischen 
Strablbüscheln B, B| dnrch eine ähnliche Betrachtung 
ganz entsprechende Resultate* Werden die StrahlbQ- 
scbel coucentriseh gelegt, so kOonen in Hinsicht der 
Aofeinanderfolge der entsprechenden Strahlen folgende 
zwei wesentlich verschiedene Fälle statt finden,* näm« 
)ich die Strahlbüschel sind entweder: 
d) gleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Strah- 
len folgen einander nach einerlei Ordnung, so 
dafs» wenn man einen Strahl h des Strahlbüsohels 
B sich rechtsherum bewegen läfst (vom Mittel- 
punkt B aus betrachtet), dann sein entsprechender 
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bt im StraUbfischel Bi sich ebenfalls reclils- 
her um bewegt (§. 13, IL), wie z. B. in CFig*20.); 
oder; 
fi) angleicbltegend, d.b., äre^entspredienden Strah- 
len folgen in nngidcher odelr verkehr ter Ord* 
nnng auf einander , 80 dafs, wenn Strahlen in ei- 
nem Sirahlbiiscfael rechtsherum steh folgen^ dann 
ihre entsprechenden im anderen StrahlbOschel links- 
herum nach einander folgen, wie z. B. in (Fig. 
21.)*). 

Vermöge der entsprechenden recht^i Winkel (st), 
(8,ti) (§.9, II.), und durch Hälfe der obigen Ausdrücke 
(§. 12, /, S.) und mit Rücksicht auf die besondere Ei- 
genschaft der Strahlen g, gi, h, hi (§. 15, II.)» kann 
MMUi, auf ähnliche Art, wie toiMi, bei den Geraden 
At All anch für die gegenwartigen Fälle finden, dafs 
im Falle (a) entweder 1) zwei, oder 2) ein, oder 
d).gar kein Paar entsprechende Strahlen aufeinander 
fallen, und dafs dagegen im Falle (ß) allemal zwei 
Paar entsprechende Strahlen aufeinander fallen. Oder 
diese Resultate ktinnen anth aus den vorigen, wie folgt, 
hergeleitet werden. Schneidet man die coneentriscben 
Strahlbüschel (Flg. 20.) oder (Fig. 21.) mit irgend einer 
Geraden 9 so kamci man diese als zwei vereinigte Ge- 
rade (AAi) ansehen, wovon jede eins der beiden Strahl- 
büschel schneidet, und die also, in Ansehung der 
Punktenpaare, in welchm sie von entsprechenden Strah- 
len geschnitten werden, zufolge des Salzes (§*-lly ItL), 

pro- 



^) Befinden sich die Strahlbftsche! in perspectivischer Lage, 
M sind sie gleiehliegend, oder «ngleichliegeud, je nach- 
dem ihre Büttelpnnkte aof einerlei (Fig. 17i), oder auf entge- 
gengesetzten (Flg. 5.) Seiten des perspectivisclien Durchscbnit- 
les A liegen} und «ach mngekehrt. 
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projecÜTisch md, qod zwar ist die Lage der Geraden 
und der Strahlbfischel aUemal fibereinstimniend, d.li<y 
die Geraden (AAi) sind'liei (Fig. 20.) gleichliegend 
nnd bei (Fig. 21.) nngleichliegendy und da nun» 
wenn in den Geraden entsprechende Punkte zusammen» 
treffen 9 nothwendiger Weise auch die zugeliörigea 
Strahlen der Strahlbüschel aufeinander &Uent und auch 
umgekehrt, to folgen also daraus, wie gesagt, die ge- 
nannten Resultate. 

Also folgen aus dieser Betrachtung zusammenge- 
nommen nachstehende Sätze: 

„W«rdenzwei: projectiTir „Wenn zwei projeetlvi- 
syche Gerade A, A, beliebig sehe Strahlbfischel B, B, 
aufeinander gelegt, so ver* beliebig concentrisch ge- 
einigen sich im Allgemei- legt werden, so fallen int 
Ben zweipaar entsprechen- Allgemeinen zwei Paar cnt- 
dePnnkte,nlmlicb: a) Wenn sprechende Strahlen anf* 
die Geraden gleichliegend einander, nSmlich: a)Wenn 
■ ind, so giebt es einen be- die Stralbüschel gleichlie* 
stimmten Spielranm inner- gend sind, so giebt es. ei- 
halb welchem keine ent- nen bestimmten Spielranm, 
sprechende Punkte sich innerhalb welchem keine 
treffen, an b^idenGrenzen entsprechende Strahl.en 
diesesRanmesTeretnigt sich sich treffen,an beidenGren- 
nur ein Paar (gnndgi oder ( zen dieses Raumes rerei- 
b«)» und über diese Grenzen nigt sich nur ein Paar (g 
hinaus yereinigen sich alle- und g^, oder h und b^), und 
mal zweipaar entsprechen- Ober diese Grenzen hinaus 
de Punkte; nnd b) wenn die rereinigen sieb allemal 
Geraden nngleichliegend zwei Paar entsprechende 
sind, so treffen allemal Strahlen; und b) wenn die 
zwei Paar entsprechende Strahlbüschel ungleichlie- 
Punkte zusammen.** gen'd sind, so fallen alle- 

mal zweiPaar entsprechen*' 
de Strahlen aufeinander." 

IIL FQr ähnliche oder gleiche projectivische Ge- 
rade, und för gleiche pro)ectivische Strahlbüschel wer- 
den die vorstehenden Sätze (IL) insbesondere wie folgt 
beschränkt. 
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„Wardeo zwei projeetivtsck Shiiliclie 6e^ 
rade A,Ai beliebig aufeinander gelegt» gleich- 
liegend, oder UDgleicbliegend, so ▼ereinigen 
sieh allemal swei Paar entsprechende Punkte 
wovon das eine Paar namentlich die nnend- 
lieh entfernten Punkte sind (§. 13; 1, a.)." 

^Werden xwei projccii- ^Werden iwei proiecii- 
Tisch gleicheGeradegleicb- vigch gleicbe Strahlbfi- 
liegend aufeinandergelegt, schel B, B^ gleichliegend 
so treffen sich entweder coneentriaeh gelegt, so fal- 
nnr einPaar entsprechende len entweder garkeiA« ent- 
Punkte, nSmlich die nnend- sprechende Strahlen anf> 
lieh entfernten, oder es einander, oder es fallen je 
treffen sich je zwei ent- iwei entsprechende Strah- 
sprechende Pnnkte." len aufeinander." 

,,WerdeB swei projecti- »Werden zw^i projecti- 
Tisch gleiche Gerade nn* Tisch gleiche Strahlbfi- 
gleichliegend aufeinander schel nngleichliegend- auf- 
gelegt, so treffen sich alle« einander gelegt, so fallen 
mal zwei Paar entspre- allemal zwei Paar entspre- 
chende Punkte, woTon das chende Strahlen aufeinan- 
elne Paar namentlich die der« nämlich die Schenkel 
anendlich entferntcnPunk« zweier entsprechender 
te sind (§. 13, 1, h.y rechten Winkel (§. la, IL)/* 

IV. Ans den obigen Sätzen (H.) folgert man leicht 
den nachslehcndcn Satz: 

^Wenn zwei projectivische Gebilde A» B, 
d.h. eine Gerade nnd ein ebener Strabibüschel, 
sich in schiefer Lag^e befinden (Fig. 2.), so tref- 
fen im Allgemeinen zwei Paar entsprechende 
Elemente zusammen, d. h.» so gehen zweiStrah- 
len des Strahlbüschels durch die ihnen ent- 
sprechenden Punkte der Geraden; nSiiilich 
^enn dieGebilde ungleichliegend sind» so fin- 
det dieses alleitftfl statt; wenn sie dagegen 
gleichliegend sind, so treffen entweder l)zwei, 
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oder 2) Aar eis, oder 3) gar kein Paar ent- 
sprechende Elemente xasanmen.'' 

17. An die ▼orhin gefundenen Resollate (§• 1&) 
acUirfsoi sich nachstehende Ao^aben an» fflr welche 
eine stireckmSCsige Lösung uin so wünschentwerther 
ist» da in der Folge verschiedeDe andere Aufgaben aicAi 
auf dieselben zurückbringen lassen. 

„Bei zwei aufeinander »Bei twei coneentriseheil 
liegenden projeeliTiachea projectiriaclieB Strahlhe^ 
Geraden A, A| die yerei» schein B, B| die Tereinig- 
nigien entsprechenden* ten entsprechenden Strah- 
Pnnkte zn finden.'* len za finden.** 

Auflösang. L Die bisher entwickelten Eigen* 
Schäften geben zur Lösung der Aolgaben folgende Mit- 
tel an die Hand. 

a) Damit die projectiTische Beziehung der Grera« 
den A» Ai bestimmt sei, mfissen wenigstens drei ent« 
sprechende Punktenpaare gegeben sein (§. 10, /?.). £^ 
seien etwa a, 6, c und du f>u ^t (Fig. 22.) gegeben. 
Man suche zuvörderst die Durchschnitte r, <Hi der Pa- 
rallelstrahlen, und zwar dadurch, dafs man die Gera« 
den perspectivisch legt, nämlich sie so legt, dafs sie 
einander schneiden, und dafs eins der drei entsprechen- 
den Punktenpaare, etwa c und Ci, in ihrem Durch- 
schnitte vereinigt sind; d. h«, man zieht durch c eine 
beliebige dritte Gerade A\ nimmt darin, aufser dem 
mit c vereinigten Punkte cS die Punkte aS b^ so, daCs 
aU* a* aiCi, 6*c* = 6iCi, ü*6* =» Oibi, und zieht fer- 
ner die Strahlen aaS 6bS die sich in B begegnen, und 
durch diesen Punkt B zieht man endlich die Parallel- 
strahlen r, q, so ist r dereine, und wenn <}iOiBs<)^a\ 
und zwar gleichliegcnd, genommen wird, so ist i)i der 
andere gesuchte Punkt. Sind die Punkte r, <|i gefun- 
den, so ist zur Lösung der Aufgabe nur noch nöthig^ 

5* 
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hl den Tereinigfen Geraden (AA|) zwei Pnnkfe e, ( zu 
finden» ffir welche die Rechtecke cr.e<|i nnd fr.fif^ 
gegebenen Inhalt haben , nSmlich mit dem gegebenen 
Rechteck <ir.di<)i gleichen ' Inbah haben , welches eiDe 
bekannte elementar Aufgabe ist; denn alsdann sind e, t 
diejenigen Paukte, die sich mit ihren entsprechenden 
tifti vereinigen. Nnr hat man in Hinsicht der Lage der 
Punkte e, ( ausserdem, die 4jhen (§. 1$, II.) auseinan- 
dergesetzten Umstünde genau zu berücksichtigen. 

b) Auf ganz Shnliche Weise kann man bei den 
StrahlbQscheln B, Bi verfahren. Nämlich durch Hülfe 
eines StrahlbCischels B^, welches Bi gleich ist und mit 
B perspectivisch liegt , sucht man zuerst die entspre- 
dhenden rechten Winkel (st), (S|t|), u. s. w. Oder 
man kann diese Aufgabe auf die erste (a) bringen, und 
zwar dadurch, dafs man die vereinigten StrahlbQschel 
(BBi) durch irgend eine Gerade schneidet, und diese 
als zwei vereinigte Gerade (AAi) betrachtet, eben so, 
wie schon vorhin (§. 16, IL) geschehen ist. 

IL Eine andere, viel einfachere Auflösung, deren 
Richtigkeit jedoch erst später (§. 46, III.) bewiesen wird, 
ist folgende: 

a) Man ziehe irgend eine Kreislinie axB (Fig. 23.X 
und ziehe aus einem beliebigen Punkte B derselben 
durch die drei in den vereinigten Geraden (AAi) ge- 
gebenen Punktenpaare <t, 6, c und Xli, 6^ Ci die Geraden 

Bd, B6, f welche die Kreislinie zum zweiten Male 

in den Punkten a., ß, y und tn^f ßu Yi schneiden, ver- 
binde von diesen Punkten das eine Paar gleichnamige, 
etwa a» OTi, wechselseitig mit den beiden anderen Paa- 
ren, nämlich so: man ziehe die Geraden a/?|, cri/f, die 
sich in ß^^ ond die Geraden ayiy a^y^ die sich in y^ 
schneiden; ziehe sofort die Gerade ß^y^^ welche die 
Kreislinie in den Punkten s, x schneidet, und durch 
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diese Paukte ziehe man endlich ans B $e Geraden 
B«, Bxy so if erden diese der Geraden (AAi> in den 
g;e8uchten Tereinigten entsprechenden Ponktenpaaren C 
nnd tiy ( und fi begegnen. Sind die Geraden A, A| 
gidchliegendy so wird die Gerade fl^y^ den Kreis ent- 
weder 1) schneiden, oder 2) berflbren» oder 3)gar 
nicht treffen, je naciidem 1) zwei, oder 2) eii^ 
oder 3) gar kein Paar entsprechende Punkte msam* 
mentrelFen (§. l&X 

Sobald also irgend ein Kreis (oder Überhaupt ein 
Kegelschnitt), der mit den aufeinander gelegten Gera- 
den (AAi) in einer Ebene liegt, gegeben ist, so kann 
die Aufgabe mittelst des Lineals allein gelöst wer- 
den. Diese Auflösung wurde hier nicht nur deshalb 
mitgetheilt, weil sie an und ffir sich sehr bemerkens« 
werth ist, sondern weil sie in der Folge noch bei Tie* 
len anderen Aufgaben Anwendung findet, und zwar so^ 
dafs man dadurch zu Auflösungen gelangt, die vor den 
bisher bekannten groCsen Vorzug yerdienen. 

b) Auch die andere Aufgabe kann auf ganz ent- 
sprechende Weise gelöst werden, d* h., statt eines 
Punktes B in der Kreislinie wird irgend eine Tangente 
an derselben angenommen u. s. w. Das Ausführlichere 
dieser Auflösung wird hier öbergangen. Uebrigens ist 
es einfacher die Aufgabe eben so, wie vorhin (L), auf 
die erste zu bringen und nach vorstehender Vorschrift 
(a) zu lösen. Oder wenn der Htflfskreis nicht in be- 
stimmter Lage gegeben ist, sondern wenn es gestattet 
ist, ihn beliebig zu ziehen, so kann man ihn so zie- 
hen, dafs er durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 
der Strahlbüschel geht, wie etwa, wenn in dem vorer- 
wähnten Punkte B beide Mittelpunkte B,'B| vereiniget 
wären, so würde man alsdann mittelst der entsprechen- 
den Strahlen a,b,c und a^bi, Ct, die vereinigten ent- 
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ip re ch e a Jeo Strahlen emid «i, k andl^i, doidi dlas ▼»• 
rign Yeifabren (a) kOmien finden» wie lekbt in sehen. 

18. Die wichtigsten Eigenschaften, weiche bei der 
schiefen Lage aweier projectimcher Geraden A^Ai nnd 
Bweier projecüvischer S|rahll>Qscliel B» B| sfMt haken^ 
BSmlich das Gesetz, welchem bei den Geraden die Pre« 
leclioiisstrahlen nnd bei den SCrdilbQscheln die Diirdi- 
sdmitte der entsprechend» Strahlen nnterworfen nnd^ 
können hier noch nicht in Ihrem ganzen Umfange er* 
forscht werden; sie sind daher znm TlieS dem dritten 
Kapitel vorbehalten. 

Vorläufig sollen nur folgende SStze nnd Aufga- 
ben, die sich leicht anf Torangegangene Sätze und Auf- 
gaben bringen lassen, aufgestellt werden. 

„Wenn zwei projectivi- „Wenn. zwei proJectiTi- 
sehe Gerade A, A| sich in sehe Strahlbüschel B, B| 
schiefer Lage befinden, so sich in schiefer Lage' be* 
geben durch irgend einen finden, so liegen auf irgend 
Pnnkt B im Allgemeinen einer Geraden A im Allge- 
nnd höchstens nur zwei meinen nnd höchstens nur 
l^rojectionsstrahlen; nnd zwei Durchschnitte ent> 
also können auch nur hoch» sprechender Strahlen; al- 
stens zwei und zwei Pro- so können auch nur höch- 
Jectionsstrahlen parallel stens zwei Paar entspre- 
sein/^ chende Strahlen parallel 

sein." 

Denn denkt man sich um den Denn denkt man sich zwei Ge* 
genannten Punkt B zwei StrahU rade A, A| > die in der genami- 
bfiichel B, B| 9 die mit den ge- ten Geraden A aufeinander lie- 
gebenen Geraden perspectivisch gen, und die mit den gegebenen 
sind, so müssen dieselben unter Strablbfisclielnperspectivischsind, 
steh projectisch sein (§. 11.), so mfissen dieselben unter mch 
imd ihre zwei Paar Tereinigte projectiviscb sein (§. HO» und 
entsprechende Strahlen (§. 16, II.) ihre zwei Paar yereinigte ent- 
müssen offenbar die zwei ge- sprechende Punkte (§. 16, II.)« 
nannten Projection«!trahlen der müssen offenbar Durchschnitte 
Gersden A» A| sein. enisprechender Strahlen derStrahl- 

bü8cbelB,B| sein. 
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Werden nun die Aufgaben geslellt: 

^Bei zwei acfaicfiiegea- ^fiti swet »eJiief liegen« 
den projectiTiscIien Gera- den prAJectiTischenStrahl- 
den A, A| die (zwei) Pro- bfischeln B, B, dlejenigeii 
jectionstrahlen za finden, Dnrehachnitte entapre- 
dle dnreh irgend eine& ge* chender Strahles, gä fia- 
gebenen Punkt B gehen;" den, die in einer gegebe- 
nen Geraden A liegen;** 

SO ist. zufolge des vorstehenden Satzes klari wie sie. 
nach (§• 17.) leicht zu lüsen sind. 

Welchen Spielraum, wenn die Geraden A, Ai ge» 
geben sind, der Punkt B hat, damit entweder zwe% 
oder ein, oder .gar kein Pro)ectionsstrahl durch den« 
selben geht, und welchen Spielranm, wenn die Strahl« 
büscbel B, Bi gegeben sind, die Gerade A bat, damit 
entweder zwei, oder ein, oder gar kein Durchschnitt 
Ton entsprechenden Strahlen in ihr liegt, wird, wie 
schon erwähnt, durch weitere Entwickelungen im drit* 
ten Kapitel klar hervortreten. 

Durch eine bald folgende Betrachtung wird gezeigt 
werden, wie bei der schiefen Lage der beiden Paar 
Gebilde A und A\, B und B^, durch ein sehr einfa- 
ches Verfahren, nHmlich mittelst des Lineals allein, 
schief pro}icirt werden kann, d. h., beliebige ent- 
sprechende Elemente gefunden werden können. 

« 

Sätze und Porismen, die ans Zusammenstellung der 

Gebilde entspringen. 

19.* Nachdem die Eigenschaften und die Funda- 
mentalsätze über projectivische Gerade und Strahlbü- 
schel aufgefunden sind, dürfte es wohl für Viele wün- 
schenswerth sein, an einigen Beispielen zu sehen, wie 
sehr umfassend diese Sätze sind, d. h., wie sie die ei- 
gentliche Grundlage vieler anderen Sätze sind, die un- 
mittelbar aus ihnen hervorgehen, wie durch sie manche 
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«■mdirinemi tchwere Aoigabea, Mcht zq lOsen sind, 
and fvie endlich dnrcb sie besonders die eigentÜidie 
Bedeutung Terschiedener Poiismen verständlich her- 
Tortritt. 

Za cyesem Endzweck «ollen ur Erleiditenullg Mö- 
gende ErUärongen festgestellt werden. 

Seit Carnot zuerst aof die YoUstSndigkeit oder 
anf das Umfassende der Figuren aufmerksam gemacht, 
braucht man häufig den Ausdruck pToIlstSndigea 
Vierek'' Qquadrilatire eampiei). Man hat aber da- 
bd zwei wesentlich verschiedene Figuren gar nicjit 
▼on einander unterschieden, was doch bei genauer und 
vollständiger Betrachtung durchaus nicht aufser Acht 
gelassen werden darf und kann. Nämlich man hat ge- 
nau zu unterscheiden a) „vollständiges Yierseit" 
nnd b) ^^vollständiges Viereck", und zwar unter- 
scheiden sie sich wie folgt: 

^VollstSodiges Vicr»cit*' ^YollstSndiges Vicredr,** 

heiben jede yier Gerade A,B,C,D beilsen jede yier Ponkte 0, (> C,5 

(Fig. 24.) zuiammengefafsti die (Fig. 26.) zoBammeiigefiBifet; die 

secbs Darchsclmitte A, ), c, t, e, f secbs Geradeji, welche durch die 

der Seiten heilsen Ecken des- Punkte bestimmt werden, heifsen 

selben; es bat also drei Paar ein- Seiten desselben; es bat also drei 

ander gegenüber liegende Ecken, Paar einander gegeanber liegende 

nämlich ü nnd f , h nnd e, C nnd |), Seiten, nSmlicb a h nnd cb, ac nnd 

and somit bat es drei Diagona- bh, Ab nnd bc, nnd somit drei 

len Af, be, Cb; nnd endlich nm- Durchschnitte e, f, g^nüber 

fafst es drei einfacbeVierseit, liegender Seiten; nnd , endlich 

nindicb abfeA, acfbd, bCfbb. nmfafst es drei einfache Yier^ 

ecke, nämlich abcba> ftcbbil, 

acbba* 
Ein einfaches Viereck ist auch zugleich ein 
einfaches Yierseit, so dafs also derselben Figur 
der eine oder der andere von diesen zwei Namen bei- 
gelegt werdeQ kann. Dasselbe gilt vom einfachen Fünf- 
eck und Fünfseit, u. s.w. Ein vollständiges Fünf- 
eck aber, so wie ein vollständiges Fünf seit be- 
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steht aus IS einfachen Efinfecken oder Ffinfseiten; 
nnd sowohl das Tollstandige Sechseck, ak Sechs- 
sei t besteht, wie ich- schon bei einer anderen Gelegen« 
heit {Annale$ de matkem. Tom. XVIII.) angegeben 
habe, aus 60 einfachen Sechsecken oder Sechssei- 
te n^ Nämlichy wenn man die obigen EiUSrungen wei- 
ter ausdehnt y so lauten sie im Allgemeinen , und wie 
Carnot zum Theil schon angegeben hat, wie folgt. 

„YolUtändiges n Seit hei- »«YoUstSndiget n Eck hei- 
fsen jede n Gerade in einer £be- Isen jede nPonkte in einer Ebene 

ne znsammengefafst; die ° '^'l' — - zosammengefalBt; die ^ÜLlJ Ge* 

DorcbschmUe der Seiten (Gera- raden, die dorch die Ecken (Pmik- 
den) lieillsen Ecken desselben ; es te ) bestimmt werden , beiTsea 
besteht aus I .2.3. 4.... (n-1) Seiten desselben; es besteht aas 

2 1.2.3. 4. ...(n-1) ^j^g^ij^jj 

emfachen n Seiten oder n 2 

Ecken.*' Ecken oder n Seiten.*^ 

Ein einfaches n Eck entsteht nämlich, wenn man 
n Punkte, nach irgend einer Ordnung genommen, in 
einem Zuge durch n maliges Absätzen Tcrbindet, so je- 
doch, dafs man bei jedem Punkte einmal anhält, und 
zuletzt wieder in den Anfangspunkt zurückkehrt. Da- 
nadi wird man sich leicht von der Richtigkeit der in 
den vorstehenden Erklärungen angegebenen Zahlen Qber- 
zeugen können (s. §. 25, Note.) 

20. Es sei a, b, a^, bi (Fig. 26.) ein beliebiges 
Tollständiges Yierseit, dessen drei Diagonalen $(!5, ahu 
Qjb (§. 19.) sich in C, ^, € schneiden. Man denke 
sich zu den drei Strahlen a, b, c den Tierten, dem c 
zugeordneten, harmonischen Strahl d, und eben so zu 
den drei Strahlen d], bi, Ci den, dem Ci zugeordneten, 
Tierten harmonischen Strahl di, so müssen, zufolge frü- 
herer Sätze, beide Strahlen dunddi ^^^ Gerade ab^d 
in demjenigen Punkte S) schneiden;^ der zu den drei 
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Dorchsdiiilt«! a* h^ C dar mrte» dcai C ssgeordneCe 
bamuHiiMiie Punkt ist; und dbcn so müssen beide 
Strahlen d, dt dordi denjenigen Punkt 2) der Geradea 
a^iS geben, der zu den drei Ponkten ai, b« S der 
▼ierCe^ und xwar den € zugeordnet^ bamionisdie Punkt 
ist ; da aber beide Strahlen d, dg nur einen einzigen 
Punkt S) gemein haben kOnnen, so mufs dieser zu* 
gleich der Durchschnitt der beiden Geraden ühi €, 
Ol 6 € sein, und folglich schneiden die Diagonalen ein- 
ander so, daCs die zwei Durchschnitte S)» C und S, £ 
in den Diagonalen ahi und Oib zu den zugehörigen 
Ecken a, 6i und ei,6 zugeordnete harmonische Punkte 
sind. Auf gleiche Weise folgt, dafs auch C, € zu den 
Ecken 91» f& zugeordnete hamioniscbe Punkte sind; 
oder dieses folgt auch daraus, dafs vermöge der har- 
monischen Strahlen a, dyb,c die Punkte ai,bi, bi,!5» 
und vermöge dieser die Strahlen S>ai, S>bi» 2)6i, S)^, 
und vermöge dieser endlich die Punkte €» 95, €| 9C har- 
monisch sind. 

Da die vier Punkte a, 6, Oi, 6i ein beliebiges voH- 
ständiges Viereck darstellen, dessen gegenüber liegen- 
den Seitenpaare sidi in 9C, 93, 2) schneiden, und wo 
diese Durdischnitte durch die Strahlen c (oderci^ d,d| 
verbunden sind, so ist durch die vorstehende Betrach- 
tung auch zugleich dargethan, dafs bei einem soldien 
Viereck die Strahlen, welche die Durchschnitte der ge- 
genüber liegenden Seiten verbinden, zu den letzteren 
zugeordnete harmonische Strahlen sind, dafs nämlich 
die Strahlen d, c zu den Seiten a, b (oder aa^ 660, die 
Strahlen Ci, d| zu den Seiten ai, bi, und die Strahlen 
d, dl zu den Seiten aiif <l|6 zugeordnete harmonische 
Strahlen sind« 

Aus dieser Betrachtung folgt nachstehende Reihe 
von Sätzen und Aufgaben. 
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I. „Im vollstliidigen Vttr^ I* nl» ▼oUttiBdigett Tf er- 
seit BiBd die Pnakle^ la eck sind die Slrakleii, wel- 
welclien die drei Diagono- ehe die Darcbsclinitte der 
len einander sebneiden, za gegenfiber liegenden Sei- 
den zngeb5rigen Ecken zn* tenpaare yerbinden, zu 
geerdnete barmoniacbe den letzteren zngeordnete 
Punkte." barmoniscbe Strablen,'* 

Der Satz links warde Tornehnilich darch Carnot 

allgemeiner bekannt, ungeachtet man denselben schon 
in Pappus Collect Malhem* libr. YII. findet 

II. „Zn drei gegebenen II. „Zu drei gegebenen 
Punkten den vierten bar- Strablen den vierten bar- 
Bonischen Punkt zu fi»- monitchen Strahl zn fin- 
den, jedoch nur mittelst den, jedech nur mittelst 
des Lineals allein.'^ des Lineals allein.*' 

Sind eltva d, i, , S gegeben und Sind etwa a, b, c gegeben und 
man vrill den, dem(E zageordne» man will den, dem c zugeordne« 
ten, vierten hormoniBcben Punkt ten, vierten barmonbchen Strahl 
S) finden, so ziehe man durch C d finden, so nehme man in c ir- 
irgend eine Gerade 9(9, nehme gend einen Punkt S), ziehe durch 
darin zwei wiilkfihrliche Punkte diesen wÜlkührlich zwei Gerade 
9, 95 9 verbinde diese mit den zvrei 95«, iB a, « die den Strahlen a, b 
übrigen gegebenen Punkten durch in den Punkten a, a«, (,B| be* 
Geradiß 9(a, $((«, ®a, t5ii, die gegnen, verbmde diese durch die 
sich in üf, b schneiden, so wird Geraden <l(|, tA| , die sich In 
die Gerade ü^ ( durch den ge- dem Punkte ^ schneiden, so 
snditen Punkt JO gehen. wird die Gerade 9(S) der ver- 

langte Strahl sein. 

Die Aufgabe links wurde zuerst von De Lahire 
(Sectione oonicae. 1685.) auf diese nfimliche Art geldst 

IlL „Wenn drei Gerade III. „Wenn drei Punkte 
und ein Punkt gegeben und eine Gerade gegeben 
sind, so soll» mittelst des sind, so soll mittelst des 
Lineals allein, durch den Lineals allein, in der Ge» 
Punkt eine Gerade so gezo- raden ein Punkt gefunden 
gen werden, dafs er und werden, dafs sie und die 
die dreiDurchschnitte,wel- drei Geraden, welche er 
che sie mit den drei Gera- mit den drei Punkten be> 
den macht« vier harmoni- stimmt, vier harmonische 
sehe Punkte sind."* Strahlen sind.'* 
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Saictif« «,,b,,bn4S)ge- ^dl etwa i»SX9l viA b ge- 
gebcB, M Bebe »an &. B. dBe gebca« aa liebe aun a. B. die 
Gerade £> oder. d| , andie m Gerade i S), ancbe sa deo drei 
dea drei Strablea a, , b, » d, den Ponblen i, t, 9 den nerten, dem 
vierten» dam d, aageacdneten, 9 l a g cordneten , banioaiadieB 
barMoniscbea Strabl c, (H), der Ptab h (IL), siebe die Gende 
der dritten Gertdeo b in 9 be> b£)f an ivird dicae der gegebea 
g^net, «o wird die Gende 9 So Geraden b in einem Ponlrte 8 
der An%abe gentgen, d. b.» die b< g eg nen , wdcber der An%abe 
Tier Ponl^te h» ^9 bi« ^ ^^ g^o^« >n dala a, d, b, c, bar- 
barraoniscb. Zwei andere Ge- moniscb aind. Zwei andere Pnnk- 
rade, welcbe ebenialla der Anf- te, die ancb der Ao%abe ge- 
gabe genSgen, findet man anf nfigen, findet man anf ibniidie 
ämlicLe Weiae. Weise. 

Wird fH als Projecdonsponkt der Geraden ai, b, 

angeseben, so daÜB a, b^b^c, nnd Oiybi,6i,C|y 

entsprecbende Punkte sind, und wird CS) als perspec- 
tiyischer Dnrcbscbnilt der Strahlbüscbel 9(, S5 angenom- 
men, so dafs a, d, b, c, und ai, di, bt, Ci, ent- 
sprecbende Strahlen sind, so folgt femer: 

lY. „Dafs wenn man bei IV. „Dafs wenn man bei 
swei perspectiviscben Ge- swei perspectiviscben 
raden aj, b| je iwet ent* StrablbftaebelnV^^ jeiwei 
aprecbende Pnnktenpaare entsprecbende Strablen- 
wecbselseitig (a,lli miti,(|, paare sieb wechselseitig 
oder mit h, b,, n.8.w.) dorcb schneiden läfst C** *f niit b. 
Gerade (ab« nndbai» ab|> b„ oder mit d, d|, u.8.w.},nnd 
nndbAi,...) yerbindetfSo lie- dieDnrchschnitte (atundb, 
gen die Darchschnitte ^, e and b,...) darch Gerade 
S>|,.«. aller dieser Paar a,b, eb,*.. verbindet, so ge- 
Creraden in einer bestimm- ben diese alle dnrch einen 
ten Geraden d|, die nSm- bestimmten Punkt €, der 
lieh za den perspectivi- nSmlich an denMittelpnnk- 
aehen Geraden a,, h^ nnd ten Sl,f6 der'Strahlbfischel 
an dem dnrch ihren Dnrch- nnd an demjenigen Punkte 
achnitt S gehenden Pro- C, in welchem ihr gemein- 
jectionsstrahle c oder c, schaftlicher Strahl (c c«) 
der vierte, dem c, zage- vom p er sp e ctivisch en 
ordnete,harmoai8cheStrahl Dnrchschitte A€ getroffen 
ist," wird, der vierte, dem C zu- 

geordnete, harmonische 
Punkt ist^* 



21. Satze v« Porlsmen, d. aus 2iisaminenst d. Geb. feigen« 77 

Der Satz links isl (mit anderen Worten ansge- 
sprochen) allgemein bekannt Es ist leicht 2ti sehen, 
y%ie vermöge dieser Sätze die folgenden Angaben: 

y. „Darch einen gegebe- Y. „In einer gegebeaen 
nen Punkt £> eine Gerade Geraden ^S denjenigea 
2) S)i >a ziehen, welche Punkt Cia finden, welcher 
durch den Durchschnitt ^ mit xwei gegebenen Pnnkr 
zweier gegebenen Geraden ten SC» SB in einer Geraden 
At»9*f^i geht, im Falle die- liegt, Im Falle dieae Ge- 
aerDurchachnitt aazuging*' rade nicht geiogea werden 
lieh iat" kann." 

^vovon die eine, links, ebenfalls allgemein bekannt ist, 
mittelst des Lineals allein zu lösen sind. 

Weiter unten wird man finden, dafs die Sütze 
(IV.) nur besondere Fälle von allgemeineren SStzen 
sind, die nämlich statt finden, wenn die projectivisthen 
Gebilde ai,b| und ^,^ sich in schiefer Lage befinden. 

Es liefsen sich hier noch eine Menge Folgerungen 
ziehen, die namentlich das Dreieck, die Theorie der 
Transversalen, u. s. w. betreifen, bei denen ich mich 
aber nicht aufhalten kann. 

21. Sind drei Gerade A, Ai, A^ (Fig. 27.) unter 
einander projectivisch, nämlich in Ansehung der Punkte 

«, 6, c,.....; Ol, bi, Ci, ; a,, 6a, Ca, , und liegen 

sie so , dafs sie einander in einem Punkte schneiden, 
und dafs in demselben drei entsprechende Punkte f, 
Ci, fa vereiniget sind, und dafs mithin je zwei Gerade 
perspectivisch liegen, so müssen nothwendiger Weise 
die drei Projectionspunkte.B, Bi, Ba in einer (geraden 
liegen. Denn sind B, Bi die Projectionspunkte der 
Geraden A und Ai, A und Aa, so ist die Gerade BBi 
ein Projectionsstrahl sowohl von A und A|, als von 
A und Aa^ so dafs also der Punkt b, in welchem sie 
A begegnet, den Punkten bi, b^i ui welchen sie Aj, A« 
schneidet, entspricht, und dafs sie folglich auch ein 
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ProjectioBaslnU tob Ai md A% ki, mid chudi'ihren 
Pn^€ction8|iimkt Bf gdiL 

Wird amgekebrt aogeDomiiien drei Strabibfischel 
By Bit Bt seien miter einander projectirischy und lie- 
gen BOf dafs drei enlsfweehende Stniblen d» ^di, d% ver- 
einigt sind, daCs mitbin }e zwei StrabIbQscbel perspec- 
tivisch liegen, so folgt auf ftbniicbe Weise, wie vorbin, 
daÜB die drei perspectivischen Dnrcbscbnitte A, Ai, A, 
einander in einem Punkte (eCifs) treffe Also bat man 
folgende Sätze: 

1. ,^iiid drei Gerade A, I. ,9Sind drei Strahlbu- 
A,, A2 anter eiaander pro- sebel B, B^, Bg unter ein- 
{ectiviseb and liegen aie ander projectiTisch und 
80, dafs sie sich in einem liegen sie so, dafs drei ent- 
Punkte schneiden, nnd dafs sprechende Strahlen anf- 
in demselben drei entspre- einander fallen, also ihre 
chende Punkte Tereiniget, Mittelpunkte in einer Ge- 
and mithin je zwei Gerade raden liegen, und mithin 
perspectivisch sind, so lie- je zwei Strahlhfischel per« 
gen die drei Projections- spectirisch sind, so tref- 
punkte B, B|, B^ in einer fen sich die drei perspec- 
Geraden.** ti?ischen Durchsehnitte A, 

A|, Ag in einem Punkt.*' 

^ Aas diesen Salzen folgen unmittelbar nacbstebcnde 
bekannte Sätze: 

IL „Treffen die drei Ge- IL ,Jjiegen die drei Punk- 
raden A, A|,A2i welche die teB,B,, Bj, in welchen die 
Ecken irgend zweier Drei- Seiten irgend zweier Drei- 
ecke (iattt2» (i|(ü) in he- ecke a a, 02 , 1^1(2, in hM 
stimmter Ordnung ge nom- stimmter Ordnung paar- 
men, paarweise rerbinden, weise genommenj sich 
in einemPunkte zusammen, schneiden, in einer Gera- 
so liegen die drei Punkte den, so treffen die drei Ge- 
B,Bf, B2, in welchen die raden A, A|,A£, welche die 
gegenüber liegenden Sei- gegenüber liegenden£eken, 
ten, in gleicher Ordnung in gleicher Ordnung paar- 
paarweise genommen, ein- weise genommen, verhin- 
ander schneiden, in einer den, allemal ia einem 
Geraden." Denn mm kann Puakte zusammeuk^' Denn 



\ 
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fetlfctxe«. di^Geniden A, A^ ^nal ma« kam f aa t a rt a wi dk Slnhl- 
Ae aollen in Ansebvo^ der gleich- blMhel B, B« nnd B^ aollen in 
naoiigen Punkte a, (, e nnd 0,, Ansebong der gleicbaamigen 
|i,,et und Ä,, ig, e^ projecti- Strablen a,b,d onda|,b,,d« nnd 
vbcb aem (§. 10, r-). a« » bg , dg projacÜTiacb uitk 

(S. 10, y). 

£a folgt ferner: 

III. „Bewegen aieh die III. „Drehen aicb die Sei<» 
Ecken eines TerKnderliehen ten einea verlndrvlioben 
Dreiecks a üj ttg in drei fe- Dreiecka a a« a« am drei 
.8tcn Geraden A,A,,Ag, die feste Punkte B,B|, Bg, die 
durch einen Punkt t gehen, in einer Geraden ä liegen, 
nnd drehen aich iwei Sei- nnd bewegen aich twei 
ten desselben, etwa atti , Ecken desselben, etwa 0,^1, 
attg« VI™ feste Punkte B, Bf, in festen Geraden A,At, ao 
8o geht auch die dritte bewegt sich auch die drit- 
Seite a^a« bestandig durch te Ecke ag in einer dritten 
einen dritten festen Punkt festen Geraden Ag, die aich 
B2,der mit jenen beiden in mit jenen beiden in einem 
einer Geraden liegt.** Punkte schneidet^' 

Bei den obigen Sätzen (I.) ist der besondere Fall 
möglich, dafs einerseits (links) die drei Projections- 
punkte B, Bi» Bg, und andererseits die drei perspecti- 
vischen Durchschnitte A, A|, Ag zusammen fallen; die- 
ses leitet daher auf nachstehende Aufgaben. 

'IV. »Drei gegebene Gera- lY. „Drei gegebene Strahl, 
de A, Af, Ag, die unter ein- buschel B, B|, Bg« die nn- 
ander projectivisch sind, ter einander projectivisch 
so in perspectirische Lag^ sind, so in perspectiyische 
zu bringen, dafs sie aich Lage au bringen, dafs ihre 
in einem Punkte C schnei- Mittelpunkte in einer Ge- 
den und einen gemein- raden liegen, nnd dafs sie 
schaftlichen Projections- einen gemeinschaftlichen 
pnnkt B haben/* perspectivischen Durch 

schnitt A haben.'' 

Die Auflösungen dieser Aufgaben sollen den 
Liebhabern vorläufig zur Uebung überiaasen bleiben: 
sie lassen aich leicht auf frühere Sätze grQnfflen(§. 15.); 
spftl^ sollen sie mitgetheilt werden. Ich will hier nur 
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asgdieiiy dafs die erste Angabe (Iniks), im Allgeoiei- 
nen nnendticb viele Anflösnogen zulabt, wobei sich 
vencbiedene drei enUprechende Punkte der Geraden 
in deren gemeinscbaftlicbem Dorcbscbnitte Tereinigen 
lassen. Giebt es anch entsprechende Ppnite, bei de- 
ren Vereinigung keine Auflösung statt findet? und wri* 
eben Spielraum baben sie? Was findet insbesondere 
statt, wenn die Geradoi ähnlich sind? — Die andere 
Aufgabe dagegen lalst im Allgemeinen der Hauptsache 
nach nur zwei Auflösungen zu, 

23. Durch Wiederholung oder Zusammensetzung 
eines obigen Satzes (§. 21.) gelangt man unmittelbar zu 
einem berühmten Porisma, welches Pappus, in der 
Vorrede zum VII. Buch der Collecliones Mathematicae, 
niittheilty und welches, wegen seines Scheins von All- 
gemeinheit, leicht ffir schwerer und umfassender ge- 
balten wird, als es in der That ist, nämlich zu dem 
folgenden Porisma: 

I. „Wenn in einer Ebene n beliebig gezo- 
gene geradeLinien einander irgend wie durch- 
schneiden, und man hält die n — 1 Durch- 
schnittspünkte fest, die einer von ihnen, gleich 
viel welcher, angehören, während man alle 
übrigen beziehlich um diese Punkte bewegt, 
und während n — 2 von ihren gegenseitigen 
Durchschnitten, wovon keine drei denselben 
drei Geraden, keine vier denselben vier Ge« 
raden, u. s. w. angehören, gezwungen sind auf 
einer gleichen Anzahl gegebener Geraden, als 
Leitlinien genommen, zu bleiben: so. werden 
alle übrigen Durchschnitte der bewegten Ge- 
raden, deren Anzahl eine Triangularzahl ist, 
einzeln andere Gerade beschreiben, die mit 

jenen 
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jenen Leitlinien zugleich der Lage iiaeh g6g^ 
ben sein werden.*"* 

In neuerer Zeit hat Robert Sinison zuerst die- 
sen Satz bewiesen. Mittelst der oben festgesetzten £r- 
llärungen (§• 19.) kann der vorstehende Satz, nebst 
seinem entsprechenden Satze wie folgt ausgesprochen 
werden* 

IL 93^^^g®A'i<^hdieEckeB II. „Drehen sich die Set> 
«iaes Terinderlichea TolI> len einet Tollatllndigep 
ständigen n Eckt in n f e- irerSnderlichen n Seilt o^m 
Sien Geraden, die durch n fette Pankte, die in einer 
einenPnnkt gehen» Und dre- Geraden liegen, und bevre- 
hen sich n — 1 Seiten des- gen tich n — 1 Ecken dea> 
selben, die irgend einem selben» die irgend einem 
einfachen n£ck angeboren, einfachen n£ck angeboren, 
ans welchen das yollstSn- aus denen dat yollttlndige 
dige besteht, um eben to besteht, in eben so rielen 
viele feste Punkte: to dre- fetten Geraden: ts bewe- 
hen, sich auch di« fibrigen gen tich auch die fibrigen 

Seiten, an Zahl (°-J)/"-^) Eck^^n, an Zahl ^° 'P <°J ? ) 

1.2 1 • ^ 

nm andere feste Punkte, die in anderen fetten Geraden, 

lilso mit jenen fettenPunk' die alto mit jenen fetten 

ten zugleich gegeben sind/' Geraden zugleich gegeben 

sind." 

In der That sind diese zwei SAtze, wie schon er- 
wShnt worden» nichts anderes als eine zusammenhSa- 
gende Wiederholung der obigen einfachen Sätze (§.21, L). 
Oder noch leichter können sie aus folgenden Sät^eii, 
deren Richtigkeit von selbst erhellet i zusanunengesetzt 
werden. Näi&lich: 

III. „Wenn bei drei Gera- III. „Wenn von dreiStrahl- 
den A, A^, A«, die einan- bdscheln B, B| , Bg, deren 
der in einemPunkte schnei- Mittelpunkte in einer Ge- 
den, zwei mit der dritten raden liegen, zwei mit dem 
projectiyisch sind und mit dritten projectivisch sind, 
ihr perspectivisch liegen, und mit ihm perspectivisch 
to tind tie auch unter tich liegen, tosind sie such 

6 
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prajeetivUeh «B^ Itcgea «Bier sich prajcctiTisck 
perspecliTiteli.*' «ad liegen pertpectiTisck." 

Daraus folgt, dordi ZnaammeDselziiiig, mmiittellMur: 

lY. ^Dafs wena Ton B Ge- lY. ^Dafs weaa tob ■ 
radea A, A,,As,... A^.i» die Strablbfiscbela B,Bf,B2,... 
darcli eiaea aad deBselbea B..!, dereaMittelpBBkte is 
Paabi gebea, der Reibe eiaer Geradea liegea, der 
Baeb jede mit der daraof Reibe aacb jedea mit ^deBi 
folgenden proieetiriscb daraaf folgenden projeeti- 
Ist, aad mit ibr perapeeti- Tiacb iat, Bnd mit ibm per- 
Tiaeb liegt, dann alle na- apectiviaeb liegt, daBB al- 
ter einander projeetiriacb le unter einander projeeti- 
■ind, and perapectiviacb riaeb aind, nnd perapeeti- 
liegen." Tiaeb liegen.^ 

In dieseD SStzen sind die obigen (II.) enthalfen. 
.Denn wenn z. B., nach dem Salze (II, links), die Ecken 
«ines vollständigen Vierecks a, «1,03,0« (Fig. 28.) sich 
in den festen Geraden A, Ai, As, A, beilegen, wäh- 
rend sich etwa die drei Seifen adi, OiOs, a^aa des 
^ .einfachen Vierecks ao^ a^Oa a uui die drei festen Punkte 
B, Bi, B, drehen, so sind offenbar A und Ai, Aiund 
A9, A, und As in Ansehung der Punkte a und üi, a^ 
und Ost Os und ü^ pro|ectivisch, und liegen perspecli- 
Tisch, nämlich B, Bj, B^ sind ihre Projeclionspunkte; 
daher sind, zufolge vorsiebenden Satzes, auch A und 
Aa, Ai und Aa» A und Aa, in Ansehung der Punkte 
4 und a%f Ol und Oa, a und Oa, projectivisch und iie* 
gen perspectivisch, so dafs folglich auch die drei Übii- 
gen Seiten aOi, Oida, aa^ des vollständigen Vierecks 
sich um feste Punkte B4, B«, Ba drehen, nämlich um 
die ProjectionspunkCe der letzgenannten Paar Geraden^ 
Ueberdies folgt auch noch (§. 21, L), da& von den 
sechs Punkten B, Bi, Bj, B«, 84, B^ viermal drei in 
einer Geraden liegen, dafs «ie also die Ecken eines 
troUsländigen Vierseits sind. 
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Wenn indererteito z. B, die Seiten eines Tolblln- 
digen YierseiU a, ai, Nt ag (Fig. 29.) sieb nm fette 
Pimkle B, Bi, Bs» Bt drehen, die in einer Geraden 
liegen y während sich etwa die drei Ecken a, ai, Ot 
des Vierecks aaiatOatt in den drei festen Geraden At 
Ai, At bewegen» so sind offenbar die Strablbtlsehel 
B und Bi, B| und B„ B« und Bg, in Ansehung der 
entsprechenden Strahlen a und Si» Siund ag, agund a» 
projectivisch und liegen perspeetivisch, nSadieb A» A|, 
Ag sind ihre perspectivischen Durchschnitte; daher sind 
auch die Strahlbflschel B und B,, B| und Bg, B und 
Bg, in Ansehung der Strahlen a und ag, ai und ag» a 
und agy projectivisch und liegen perspectiyisch (IV.), so 
dafs folglich auch die drei fibrigen Ecken Ü4t a», a« 
des vollständigen Vierseits sich in bestimmten festen 
Geraden A4, Ag, Ag bewegen, nSmlich in den perspee« 
tivischen Durchschnitten der letztgenannten Strahlbfi* 
schelpaare. Ueberdies folgt noch (§. 21, I.), dafs die 

6 Geraden A, Ai, Ag die 6 Seiten eines Tollst&i- 

digen Vierecks dt, /?, y, S sind. 

Ganz eben so, wie bei diesen Beispielen, lassen 
sich die Satze bei jeder anderen Figur nachweisen. 
Verschiedene besondere Fälle der obigen Sätze (II. 
oder IV.)— die einerseits (links) dadurch entstehen, daCs 
▼on den festen Geraden einige auf einander fallen, oder 
dafs die festen Punkte in einer Geraden liegen, und 
dafs diese durch den gemeinschaftlichen Durchschnitt 
der festen Geraden geht, u. s. w.; und andererseits da- 
durch, dafs die festen Punkte theilweise Tereiniget werden, 
oder dafs die festen Geraden durch einen Punkt gehen^ 
und dafs dieser mit den festen Punkten in einer Gers^ 
den liegt, u. s. w. — werden hier fibergangen. Uebrin 
gens sind die obigen Sätze selbst nur besondere Falk 

6* 
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Tim all^etieiiicreii nnd imtaBsendereii SSfzen, die in 
dea xwei Dlchstfolgenden Kapiteln bewiesen werdeii. 

2S. ' Scboeiden aidi ^ei Gerade A, A^, A, (Fig.a(I.X 
Mt «toter etnander projeottvisch sind, in drei Punkten, 
■nd liegen je zwei derselben perspeotivisdiy so dafs abo 
in Jeden Dorcbsehnitte zwei entspt-echende Punkte ver- 
einiget rindi nämlich e nndCi, f und f^, li und f«, und 
Mad f,, fi, I die den vereinigten Punkten entspredien- 
ign dritten Punkte, so sind in jedem der drei Strablen 
^€ifs, (ftfu UUi z^®> ProjectioDsstrahlen vereiniget, 
ntalidi ee« ond tiUf fU nnd f,fi, fi( und 1,1, und 
dabcr mfissen ihre gegenseitigen Durchschnitte B, B^ B« 
die Projedtionspunkte der Geradenpaare A und Ai, A 
imd As9 Ai nnd A, sein. Da auf Shnliche Weise, wenn 
iian, stMt von den Geraden A, Ai» Ai, von den Strahl- 
btlseheltt B, Bi, B, ausgeht, auch das Uhigekehrte sich 
darthun läfst, so folgen also nachstehende Sätze. 

I^ ^Wenn dieSeites A, A| L „Wena die Ecken ei- 
A« eines Dreiecks ef(| nn- nes Dreiecks BB,]^^ ^^^ 
ter einander projectiTisch Mittelpiinkte projectivi- 
il«d,and wenn je %wei per- scher Strablb&scbel sind, 
8pecii.viscb liegen, so sind woron je zwei petspeeti« 
ihre Projectionspunkte B, visch liegen, so bilden ih? 
B| , Bg, die' Ecken eines an- re perspectivisclien Durcb- 
deren jenem nmbesehrie» scbitte A, A, , A, ein Drei- 
benea Dreiecks.'* eck efli , welches jenem 

eingeschrieben ist.*' 

Sind a, üit di irgend drei entsprechende Punkte, 
so ist dad Dreieck adidtk dem Dreiecke (Dreiseil) A, 
Ai, As eingesehrieben und zugleich dem Dreiecke 
BBiB) nmschrieben; und da zur Bestimmung der pro- 
jectivlsohen Beziehung der drei Geraden A , Ai , A, oder 
der drei Strahlbtischel B, Bi, B^, dreimal drei entspre* 
übende Punkte e, fi, fa; f> ti, t^; (, Ii, (3 oder Strah- 
len e, eil e^; k, k|y l^^; I, Ii» J,, willkührlich ange- 
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nottinieii werden kOnoen, ao folgen ferMr mmilteiWr 
nachstehende Sätze. ^ 

JU. ^Wenn einem beliebigen Dreieck A, Ai, 
Ai irgend ein zweites BBiB, amtckrieben is^ 
so jglebt es unzählig viele andere Dreiecke 

ü(ii(i2f (661(2» CC1C39 ), von denen jedes dem 

erstiBn eingeschrieben und zugleich dem Zwei- 
ten umschrieben ist.** Nämlich: 

« 

: .«^Beschreibt msn irge«d ^BeBchreibt man irgend 
ein Dreieck ad, ilj, dessen ein Dreieck <l(l|as, dessen 

Ecken, in bestimmter Ord- Seiten, in bestimmterOrd- 

• • • 

nnng genommen,' in den ansg genommen,- durch die 
Selteil ^enet ersten Drei* Ecken jenes sweiten Drei- 
^ecks liegen, and' toq des- ecks gehen, nnd Ton des- 
senSeiten zwei durch zwei .sen Ecken zwei in zwei 
Ecken Aek zweiten gehen, Seiten des ersten liegen, 
so geht allemal auch die so liegt allemal «neb die 
dritteSeitedesselbendarch dritte Ecke desselben in 
die dritte Ecke des zwei- der dritten Seite des er- 
ten.' Sien." 

Oder mit anderen Worten: 

„Ist einem Dreieck A, A,, ,4st einem Dreieck BB,Bf 
A^ ein zweites BBi B2 nm- ein zweites A^A^jA^ einge- , 

'schrieben und bewegen Schrieben, nnd drehen sich 
sieh die E^cken eines drit* die Seiten eines dritten 
ten Dreiecks Aa«4^ in den Dreiecksaaia^nm dieEcken 
Seiten des ersten, während des ersten, wihrend zwei 
zwei Selten, in bestimmter Ecken, in bestimmter Ord- 

'Ordsang genommen, sich nang genommen, sieh In 

. nm EvyeiEcken des zweiten zwei Seiten des zweiten 
drel^en, so dreht sich auch bewegen, so bewegt sich 
die dritte Seite desselben auch die dritte Ecke des- 

' nm die dritte Ecke des selben in der dritten Seite 
zweiteW* des zweiten." ! 

III. „Wenn Ton den Ecken lü. „WennTon den Seiten 
eines Sechsecks B^BB^ ü^ eines Sechsecks B^Ba« efeg 
e4B| zweimal drei, die B| zweimal drei, die nicht 
nicht aufeinander folgen, aufeinander folgen, durch 
in einet Creraden liegen, einen Punkt gehen» wie et- 



» Vm prof. Gmitm «. Aem. SUMk, •■ i. Ekac II. 



imU €ftw« «, B, «Y «idi B,« Ib wa B|B,«,cftc «idlB««,ff»«c 
Bf ift i«| «adi Bf Bf, •• lie- B, disrck f, aiidl i, ■• treffea 
gea sack 4ie drei Darck- sick aack die drei Gerade« 
«ckaltle (fffis der eiaaa- B|e, Bf, •, i, darek die ge- 
.der gegeaiker licgeadea geatker iiegeadea Ecken 
BeiicAiB ciaer Geradea.** ciaaader la eiacM Paaklc 

VoD diCBdi xwea bekannten Sälsen (IVL) ist der 
eine (links) das XIIL Lenima zu den Porismen des 
Enklides, weldie Pappas in YIL Bache miuheiif. 
In Anhange sollen diese Sitze umfassender gegeben 
werden. 

Die obigen Yerbindongen von drei projectivischen 
Geraden oder StrahlbQscheln, nebst weiteren YeriiiA- 
dungen der Art, wQrden leicht zu vielen anderen Sätzen 
führen, wenn der Bamn gestattete, sie hier weiter zu 
▼erfolgen. 

21. Es sollen hier noch drei profectiTisdie Ge- 
rade und drei projectivische Strahlbfischel so Terbon- 
den werden, dafs von den jedesmaligen drei Gebilden 
zwei unter sich schief, aber jedes mit dem dritten 
perspectiTisch liegt. 

Befinden sich von den drei beliebigen Geraden 
A, Aj, Ai (Fig. 31.), die unter einander projectivisch 
sind, zwei, etwa A, Ai, in schiefer, dagegen jede 
derselben mit der dritten A9 in perspectivischer 
Lage, so dafs also im Darchschnitte der ersteroi irgend 
zwei, einander nicht entsprechende Punkte, etwa e, fti, 
dagegen in den Durchschnitten, die sie mit der letzte- 
ren At bilden, zwei entsprechende Punktenpaare, etwa 
t und fa, (1 und f^, vereiniget sind, und sind femer 
B|, B) die Projectionspunkte von A und A9, Ai und 
Aft so werden offenbar in der Geraden BiB, irgend 
drei entsprechende Projectionsstrahlen, etwa b, bi, bj, 
aufeinwder Callen» und in jeder der zwei Geraden 
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Bi fi Uf B,f f« werden tvm etttopreebeiide Strahleii^ nl». 
lieh f,fj und ffj» Ul ond Iil, Tereiniget seiD. 

a) Werden umgekehrt in irgend einem Profeo- 
tieneetnihly etwa in b, zweier gogdbener projectivischer 
Geraden A, Ai, die in schiefer Lage sich . befinden^ 
xwei beliebige Punkte Bi, B« als Mittelpunkte zweier 
StrabIbQscbel angenommen , wovon der ervtere auf A 
und der andere auf At bezogen wird, ond die mithift 

in Ansehung der Strahlen ai, b,, Ci, di» und a«, ht, 

c,,d,, projectivisch sind (§.11,111.)» so werden aie^ 

da in dem Strahle b zwei entsprechende Strahlen bi, b» 
vereiniget sind, perspectivisch liegen (§• 14,), und ihr 
perspectirischer Durchschnitt A^ wird offenbar mit jeder 
der zwei gegebenen Geraden A, Ai projectiTisch sein 
und perspectivisch liegen, nämlich A und A,, Ai und At 
werden Bi, B« zum Pro)ectionspunkt haben. 

b) Werden die Punkte Bg , Bs insbesondere in zwei 
entsprechendoi Punkten 6i, h der gegebenen Geraden 
Ai, A angenommen, nSmlich Bi in bi und B« in b, wie 
(Fig. 33.), so faUen die Strahlen e,, d« mit den Ge- 
raden Aj, A zusammen, so dafs also die Durchschnitte 
fa, bi «tor entsprechenden Strahlen Ci und e«, d| uq4 
d« in fi, b liegen, und dafs folglich in diesein Falle 
der perspectivische Durchschnitt At der Strahlbfischel 
die gegebenen Geraden Ai, A in denjenigen Punkten 
schneidet, die den in ihrem Durchschnitte Tereinigten 
Punkten f, bi entsprechen. Da die Gerade Ai durch 
die zwd Punkte tu bi> oder e^, bt bestimmt ist, so 
bleibt also der perspectivische Durchschnitt (At) der« 
selbe, man mag die Mittelpunkte B^, B^ der Strablbü- 
achel, in welchen zwei entsprechenden Punkten der go- 
gebencfn Geraden Ai, A, also in b^ und b, oder in 
ai und a, oder in Ci und c, u. s. w., annehmen ab 
man will; so dafs aUo die Duri^hscbnitte 0|, Ct, f» 
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GcraJnputfe n^i omI ait, iCi mmi bit/att mskä 

AgC, f die bei swci sdiief liegcpdco profectivkckeo 

Gcradta A« Ai je swei Paar cHlapreclicBde Punkte 
wecfaeiaeitig TeriMiidcn, in dner oad dctBeBbcn Gcni- 
den As liegen. 

Wenn andereneiU von drei bcüebigcn SlraUb&- 
achdn By Biy Bt (Fig. 32.), die nnter einander prejec^ 
Ü^hA sind, eich zwei, etwa B» Bi, in sciiiefery da- 
gegen jeder derselben mit dem cfaritten B^ in perspectiv 
▼iscber Lage befinden, go dafs abo in der Axe BBi 
der ersleren xwei einander nicht entspredMide Sirah^ 
len, etwa e, di, dagegen in jeder der zwri Axen BB«, 
BiBt zwei entsprechende Strahlen» etwa k nnd k«, li 
nnd U vereiniget sind, und sind ferner Ai, A« die per* 
specÜTischen Darcbschnitte der Strdilbüsdiel B nnd B^ 
Bt und B«: se müssen offenbar im Durchschnitte der 
Geraden Ai, A« die Durchschnitte von irgend drei ent« 
sprechenden Strahlen, etwa die Durchschnitte bf tty bi 
der Strahlen b, bi, b,, und femer mttssen in jedem 
der beiden Punkte; wo die zwei Paar vereinigten ent- 
sprechenden Strahlen kk,, lil^ ihrem entsprechenden 
dritten Strahl k^, 1 begegnen, zwei entsprechende Ponkte 
f nnd f„ I und li vereiniget sein. Und umgekehrt: 

a) Sind irgend zwei projectiyische Strahlbüschd 
B, Bi in schiefer Lage gegeben, nnd man zieht durch 
den Durchschnitt irgend zweier entsprechenden Strah- 
len , z. B. durch den Durchschnitt b der Strahlen b, bi, 
xwei beliebige Gerade A^, A,, so werden letztere in 

Ansehung der Punkte «i, 6,, c^ bi und a^, 6„ 

Ca, bt, , in welchen sie die SCrahlbüsdhel B; fii 

schneiden, projectivisch sein (§. 11, Ili.), und, da in 
dem Punkte 6 zwei entsprechende Punkte $i, b^ der- 
selben vereiniget sind, so werden sie perspectivisch 
•Heget (§. 14,)» und ferner wird offenbar der Strahl- 
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büsdiel Bs, wddier durch iiire Pra^edkiMSttillm ät, 

bt9 c,9 d^9 gebildet wird, mit jedem d^ twei ge^ 

gebenen Slrahlbttscbel B, Bi projecüviacb seia uad per- 
specÜTisch liegen, nämlieh B and B,, B, und Bf-wer^ 
den die Geraden Ai, Aa zum perspectfvbchen Durch« 
schnitt haben. 

ß) Werden di« Geraden A,, A, insbeiondere M 
gelegt, dafs sie mit den Strahlen b| , b znsammenlallen, 
^ie (Fig. 310> so vereinigen sich, wie man sieht, die 
Punkte tu b% mit den Mittelpunkten B, Bi der gege- 
benen StraUbüscbel, tu dafa also in diesem FalLe^ statt 
der entsprechenden Strahlen kund k«, 1 und Ii, di« 
entsprechenden Strahlen d und d^, e und Ci aufeinan- 
der fallen, und daCs folglich in diesem Falle der Pr%* 
jectionspunkt B« der Geraden Ai, A«, der DurcfafchBitt 
derjenigen zwei Strahlen d, ei ist, deren entsprechende 
dl, e in der Axe BBi der gegebenen StrablbQschel S^ 
Bi Tereinigt sind. Da der Punkt B, Tcrmöge der Stndn- 
len d, Ci bestimmt ist, so bleibt also der Projeetions- 
punkt der Geraden A^, At der nämliche, man mag diese 
mit welchen zwei entsprechenden Strahlen der ^geb&i- 
neu SCrahlbüschel B, Bi zusammen fallen hissen, als 
man will, ^ also mit b und bi, oder mit a und ai, oder 
mit c und Ci, u. s» yr.^ so dafs folglich die Geraden 

s^T ^f U9 9 die durch die Punktenpaarc Ai und d,, 

Ci und Ca, fi und f,, gehen, in welchen. bei zwei 

schief liegenden projectivischen Strahlbüsch^ln B, B| je 
zwei entsprechende Strahlenpaare einander wechselsei- 
tig schneiden, in einem^ und demselben Punkte B, zu- 
sammentreffen. 

In d^n vorstehenden Betrachmrigen sind die Be- 
weise und Auflösungen der nachfolgenden S8tze und 
Aufgaben enthalten. 
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L «>B#I j«A«B Sccfcsecük L wB«! i«4cK Sechseck 
B«Bg U$t ItB, (Fis.9lA wel- B«B, UfB cFig- 32-). welches 
ckes swei schief liegeade dieHiitelpaskte B,B, iwei- 
pr^jeetiTische Gerade A, er schief liegeadea Strahl- 
Af mmd irgead vier Pr*|ee* hitchel «ad irg ead Tier 
li#Bsslrshiea s, h, i, k der^ DsrchschBitle i, |, I, f eat- 
selhen in Seiten hat (a), sjirechender Strahles s« 
treffea die drei Diagoaa- Seiten hat (a), liegen die 
len Bf«t B,««, f||, welche drei Dnrchsehnitte «|,Bs, 
die gegenllber liegendeB i^ der drei Paar gegenfiber 
Ecken Terbinden^in irgend liegendenSeiten, in irgend 
einemPonktei^insamnien.* einer Geraden a^" 

IL „Bei zwei schief Üe* IL „Bei swei schief lie- 
genden projectirischenGe- genden projectirischen 
radenA,A« (Fig. 33.) liegen StrahlbAscheln B, B| (F%. 
die Durchschnitte i^ , c«» 34.) treffen die Geraden a,, 

f,y der Terschiedenen c^ , fg, darch die Tcr- 

Paar Geraden {dh^ und (A|, scfaiedenen Pnnktenpaare 

ICinndcl«, iCi nndea,, ), («, und ig, <« nnd c^, f f «nd 

welcBe je swei Paar eni- f,, )* in welchen je 

sprechende Punkte wech- swei Paar entsprechende 
selseitig rerbinden, in eK> Strahlen sich wechselsei- 
nsr bestimmten Geraden tig sehneiden, in einem be^ 
At9 die nimlich den gege- stimmten PnnkteBg znsam- 
benen Geraden A, A^ in men, der nSmllch mit den 
denjenigen zwei Punkten Mittelpunkten B, B, der 
^,C|, begegnet, deren ent- Strahlbuschel durch die- 
sprechende b, , e in ihrem jenigen zwei Strahlen d, e, 
Burcbschnitte Tereiniget rerbunden ist, deren ent- 
sind (b).*' sprechende d| , e in ihrer 

Axe Tcreiniget sind (f)J^ 

Die Sätze (I.) lassen sich auch umkehren. Die 
Sätze (IL) enthalten die obigen Sätze (§. 20, IV.) als 
besondere Fälle, und wie leicht zu sehen, den obigen 
Satz des Pappua nebst dessen entsprechenden (§.23, 
IIL), als Theile in sich. 

IIL nZwei der Lage nach IIL „Zwei der Lage nach 
und prejectiTisch gegebe- und projectiTisch gegebe- 
ne Gerade mittelst des Li- ne Strahlbfischel mittelst 
liesls illein, schief auf ein- des Lineals aHein, schief 
ander SU projiciren;^^ d.h«: auf einander zu projici- 
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^ ^WeoB 1|«i iwei iaicliifr- ren;" dL k: «)„WeaB l^ei 

fer Lage gcgebcaeB pro> iw«i in ■dkiafer Lage ge- 

jectiyiaclieii Geraden A,A, gebenen projectiTiaclien 

eine zar Bestimmang ihrer StrahlbflacLela B, B, eine 

pröjeetiTiaebenBexieknag snr Beatimninng ibrer pro* 

hinreicbendeZab'l entapre» ieeÜTiacbenBexiebangbin« 

cbendePunktenpaare, alao reicbende Zahl entapre- 

drei Paare, gegeben aind» chertde Strablenpaare, aU 

so aoUen mittelat dea LI- ao drei Paare, gegeben alndi 

neala allein, andere enU so aoUen mittelat dea Ll^ 

apreebende Pvnktenpaare neala allein, andere enl- 

gefanden werden, oder ao apreebende Strablenpaare 

aoll an jedem beliebigen gefunden werden, oder ao 

Pnnkt in der einenGeraden aoll zn jedem beliebigen 

der entaprecbende in der Strabl dea einen Strablbft* 

anderen Geraden, nnd na- aeHela der entaprecbende 

ment^ieh aollen b) dieje- im anderen Strablbllaebel, 

nigen iwei Punkte (b, r«% nnd namentlich aollen fi 

deren entsprechende im diejenigen iwei Strahlei| 

Darcliachnitte der Gera- (d, e^), deren e ntaprechen- 

den vereiniget aind, c) die de in der Axe BB, der 

Dnrcbachnitte der Pnral- Strablbiiaebel Tereiniget 

lelatrahlen, nnd endlich aind, und ferner ;*) derje- 

d) derjenige Projectiona- nige Dnrchacknitt irgend 

atrahl, welcher einem der zweier entsprechenden 

drei gegebenen Projecti- Strahlen, welcher in ir> 

onsatrahlen in irgend ei« gend einer Geraden Hegt, 

nem gegebenen Punkte be- die durch denDurchachnitt 

gegnet, gefunden wer- einea der drei gegebenen 

den.** entaprechenden Strahlen^' 

paare geht, gefunden wer^ 
den." 

Auflösung. 1) Sind A, Ai (Fig. 31.) die gege* 
benen Geraden, und sind a und a^, 6 und bi, C und 
Cj die drei Paar gegebenen entsprechenden Punkte , so 
nehme man in einem der drei Projectionsstrahlen a, 
bf e^ etwa in b, zwei beliebige Punkte Bi, B^» ziebe 
auB ihnen die Strahlenpaare Biü und Bsdi, B|C und 
Bttij die sich in den Punkten a^, C^ schneiden, und 
ziehe durcb diese Punkte die Gerade A^. Soll nun 
a) zu irgend einem Punkte f in der Geiaden A der 
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enCsprechMde Palikt jTi in do' Geraden Ai' gefundpn 
werden, so ziehe man den Strahl B^jr, der die Gerade 
At in einem Punkte jr« schneiden wird, und ziehe so- 
dann aas B) durch (r« einen SlrabIB,]Ct)ri, so wird die- 
ser der Geraden A, in dem gesuchten Punkte fi be- 
gegnen, b) Zieht man also die Strahlen B^e, B%bit 
und sodaon durch die Punkte f«» bs» in welchen sie 
die Gerade A3 schneiden, die Strahlen Bsfsfi, fiibzb, 
so müissen diese den gegebenen Geraden Ai, A in den- 
jenigen Punkten ft, b begegnen, welche den in ihrem 
Dordischnitto vereinigten Punkten e, bi entsprechen, 
c). und zieht man ferner durch Bj, B^ die Strahlen 
f , r den Geraden A, A^ parallel, und sodann, durch 
die Punkte q^, r« die Strahlen Bsq^qt, Birat, so wer- 
den diese den Geraden Ai, A in den Durchschnitten 
<)ii r der Parallelstrahlen, d. h., in denjenigen Punkten 
begegnen, deren entsprechende q, ri unendlich entfernt 
sind, d) Zieht man endlich durch die Punkte f, (|, in 
welchen die gegebenen Geraden A, A^ von der Gera- 
den. A, geschnitten werden, die Strahlen B^f, Bi(|, so 
sind diese diejenigen Projcctionsstrahlen k, 1 (der ge- 
gebenen Geraden A, Ai), welche dem gegebenen Pro- 
jectionsslrahle b in den beliebig angenommenen Punk- 
ten B^, Bi begegnen. 2) Nimmt man die Punkte B,, 
Bi in den entsprechenden Punkten 6, 5i an, wie in 
(Fig. 33.), so wird, wie man sieht, die Auflösung für 
die Forderung (b) sehr vereinfacht, indem alsdann die 
Gerade A3 selbst durch die gesuchten Punkte fi,b>geht. 
' 1) Sind andererseits B, B| (Figi 32.) die gegebe- 
nen Strahlbüschel, und a, b, >c lind ai, b,, ci die drei 
gegebenen entsprechenden Strahlenpaare, so ziehe man 
durch den Durchschnitt des einen Paars, etwa durch 1, 
nwei beliebige Gerade Ai, A3,.di6 den übrigen gege- 
benen Strahlt! in denPqnkten Oi, Ci; ds, t^ begegnen, 
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und verbinde diese Punkte paarweise dorek die $traV- 
len a«» c«, die sich in irgend einem Punkte B^ schnei- 
den werden. Soll nun er) %il irgend einem Strahl x des 
SirahlbQscfaels B der entsprechende Strahl x, im ande^ 
ren Strahlbüschel Bi gefunden werden, so verbinde 
liian den Punkt ]^ , in wetcl^em i der Geraden Ai be^* 
gegnet, mit dem Punkte B, durch rinen Strahl x,, der 
die Gerade A, in einem Punkte f^ schneiden wird, so 
wird alsdann Bi f^ der gesuchte Strahl x^ sein. /8) Zieht 
man also die Axe BBi, verbindet die Durchschnitte fi, 
b, init Ba durch die Strahlen e,, d«, die den Geraden 
Ai, A|^ in e,, bi begegnen, und zieht sodann dieStrah- 
len Bifa, Bbi, oder Ci, d, so sind diese diejenigen 
Strahlen, deren entsprechende e, di in der Axe BBf 
vereiniget sind. - y) Zieht man endlich aus B, Bi durch 
B2 die Strahlen k, Ii, die den Geraden A«, Ai in den 
Punkten {, 1 begegnen, so sind diese £ejenigen Durch- 
schnitte entsprechender Strahlen (k und ki, I und 1^, 
der gegebenen Strahlbüschel B, Bi), welche in den, 
durch den Durchschnitt 6 des gegebenen Strahlenpaars 
b,bi beliebig gezogenen Geraden A9,Ai liegen;. 2) Für 
die Forderung (ß) wird die Auflösung vereinfacht; 
wi6nn man die entsprechenden Strahlen b, bi selbst,' 
statt der Geraden A^, Ai nimmt, wie in (Fig. 34.), in- 
dem alsdann die gesuchten Strahlen d, Ci durch den 
Punkt B2 geben. 

IV« „Wenn bei zwei schiefliegenden pro- 
jectivischen Gebilden B, A (d. h. ein Strahlbü-^ 
schel B und eine Gerade A, siehe §. 6, I.) drei ent- 
sprechende Elemcntenpaa^e gegeben sind, so 
soll man mittelst des Lineals allein, zu irgend, 
einem Element des einen Gebildes, das ent- 
sprechende Element des anderen Gebildes 
finden/' 
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. Diese Aolgdie kean UiAit aof eine der Torigm 
Angaben (liL) fehradit werden. Dean echneideC man 
den Strablbfisdiel B dorcb irgend eine Gerade Ai, so 
ist diese mit der gegebenen Geraden A projedivisd, 
und die Aufgabe ist alsdann anf die obige (III. links) 
gebracht. Oder man beziehe irgend einen Straklbfiscbd 
Bf aof die gegebene Gerade A» so wird derselbe mit 
dem StrablbOschel B projeotivisch sein 9 und die Auf- 
f/tbe ist alsdann aof die obige (IIL rechte gebracht. 

75. Ans den TorigM Betrachtungen (§. 24.) sind 
nur diejenigen Satze und Aufgaben herausgehoben wor« 
den, die fOr spätere Untersuchungen unumgänglich er- 
forderlidi sind. Es hätten noch mehr Sätze und Auf- 
gaben an dieselben angeschlossen werden können. Fer- 
ner wfirden andere Verbindungen der betrachteten pro- 
)ediTischen Gebilde noch viele interessante Resultate 
liefern, wenn nicht dieses Kapitel schon eine zu grolse 
Ausdehnung erbngt hätte. 

Zum Schlüsse dieses Kapitels soll^nur noch die 
folgende bekannte Aufgabe gelöst werden. 

„Wenn in einer Ebene zwei beliebige 
gleichnamige Vielecke gegeben sind, ein drit- 
tes zu beschreiben,, welches dem einen um- 
schrieben und dem anderen eingeschrieben 
ist'^ Oder: ,,£in Vieleck zu beschreiben, des- 
sen Seiten der Reihe nach durch gegebene 
Punkte geben, und dessen Ecken der Reihe 
nach in gegebenen Geraden liegen.*' 

Auflösung. Diese anscheinend schwere Aufgabe 
wird leicht auf die obige (§. 17.) gebradit, so dafs sie» 
sobald in der Ebene irgend ein. Kreis gegeben ist, so- 
fort mittelst des Lineals gelöst werden kann; nämlich 
wie folgt 

Es seien z. B. irgend vier Gerade A, Ai, At, A;^ 
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(Figv 36.) und irgend Tkr PunkCe B, Bi, Ba, B« gege-» 
beo» so soll also ein Viereck beschrieben werden, des« 
sen Ecken, in besüamter Ordnung genonunen, in Jenen 
Geraden liegen und dessen Seiten, nach bestimnler 
Ordnung, durch jene Punkte gehen« * 

Werden die Punkte B, B«, B,, B, umA derRdbe 
als Projectionspunkte der Geradenpaare A und Ai, A| 
und A«, A« und A«, As und A4. angenonnneB, wo nlm 
lieh A4 eine mit A vereinigte fOnfte Gerade ist, so 
sind alsdann alle Gerade anter einander profecÜTisch, 
also auch A und A4 (§• II, ID.), und zwar so, dab %n 
irgend einem Punkte a in der ersten Geraden A, lilofa 
durch Ziehen der Strahlen a, ai,as,aa die entsprechen" 
den Punkte ai, o«, o«, 04 in den übrigen Geraden nach 
der Reibe gefunden werden« Nun verlangt die AnC« 
gäbe offenbar nichts anderes, als man solle den erstea 
Punkt a so annehmen, dafs der letzte 4I4 mit ihm zn«- 
sammentreffe. £s fallen aber bei zwei aufeinander 
gelegleu projectivischen Geraden A, A4, im Allgemeinen 
nur höchstens zwei Paar entsprediende Punkte aufein- 
ander (§. 16, IL), folglich sind im Allgemeinen 
auch nur zwei Vierecke möglich, die der Auf- 
gabe genfigen. Somit ist also die Aufgabe auf die 
obige (§. 17.) gebracht, weil hiemach die genannten 
Vierecke gefunden sind, sobald man die vereinigten 
entsprechenden Punktenpaare (e und e«, ( und f«) der 
Geraden A, A4 kennt« Um diese Punktenpaare finden 
zu können, ist aber nur nöthig zu irgend drei beliebi* 
gen Punkten a, 6, C in der Geraden A die entspre- 
chenden Punkte a4> 64, C4 in der Geraden A4, naoh 
der vorhin angegebenen Art, zu suchen. 

Man könnte die Aufgabe auch so lösen, dafs mein 
statt der fünften Geraden A4 ein fünftes, etwa mit B 
concentrisches, Strahlbüschel B4 zu Hülfe nähme; in- 
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dcMcn 4^9r6 die AolUMig wUki 00 lieqaeai, wie die 
▼entcbcndeu 

Es ist Llar, daCs die Aofldsmig sidk gam ibnlicli 
Meib^ des. KV hesducäcDde Vieleck mag so ^ieleSeiten 
haben y als man will, und dafs die Aofgabe, im AUge« 
gemrinen, aar rrtrei Auflftsongen zulasse. Wenn aber 

die Bangordnong der gegebenen Ponkle (B^Bi^Bt, ) 

uad Geradoi (A, Ai, A,,.;..«) nicht festgeseUt ist, dann 
ist die Zähl dier Anflösvngen Tiel grftber, und Ter* 
niehrt sieh 9iit der Seitenzahl des Vielecks; so z. B. 
wfirden bri dem vorhin betrachteten Fall» wo die za 
beschreibende Figur nor ein Viereck war, 576 Anf- 
Ittsungen statt finden*). 

Die'Ac^gabe umfaÜBt eine grosse Menge besonde- 
rer Fälle» deren Besonderheit z. B. darin besteht» dafs 
die gegebeneil Pmikte theilweise iß, Geraden liegen, 
oder die gegebenen Geraden theilweise durch dieselben 
Punkte gehen» oder dals die gegebenen Punkte oder 
Geraden theilweise aufeinander fallen; o« s. w. Die 
Attflüscing aller dieser F^Ue ist leicht aus der yorste- 
henden Auflösung zu entnehmen. 

■ Die 

*) Es warde schon oben (§. 19.) erwähnt, dafs darcli n Pnnicte 
ia dner Ebene 8. 4. 5 n verschiedene einfache n Ecke be- 
stimmt ^werden. Man fiberzeagt sich davon wie folgt. Die Pmikte 
lassen sich offenbar so oft in anderer Ordnung verbinden, als n 

Elemente sich versetzen lassen, also 1.2.3 n Mal. Allein je 

swei Yerbindmigen, die einander gerade entgegengesetzt smd, d. h., 
wo die Rangordnmig der Punkte gerade umgekehrt ist, sind offen- 
bar nicht zwei verschiedene, sondern nur ein, und das- 
selbe n Eck Cz.B. bei fünf Punkten ist ABCDE und EDCBA 
ein und dasselbe Ffinfeck}, i^er ist auch die Zahl der verschie- 
denen n Ecke nur Jiidb so gtols als die Zahl der genannten Ver* 
Setzungen. . 

Wenn nun , in Beziehung auf die oben stehende Aufgabe , die 
Seiten eines (einfachen) n Ecks durch n gegebene Punkte B, B„ 
Bt9«»*«-iln^i gehen aollen, so smd dabei oSeth» «benfaUs 
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Die obige Aufgabe wurde zaent von den Halbe» 
matikern Servois, Gergonne undLbuilier gelöseC^ 
im IL Bde. der Annale^ de Maikämatiques. Die vor« 
Steheode Auflösung ist vermöge des Umstaudes: „dafs 
sie nur im Ziehen gerader Linien zwischea 
gegebeneu Punktenpaaren besteht, sobald in 
der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist;" un- 
ter allen mir bekannten Auflösungen die einfachste und 
leichteste. 



Zweites Kapitel. 

Yon projectivischen Geraden, ebenen Strablbfi* 
schein und Ebenenbüscheln im Räume« 



Ein Ebenenbüschel rerbunden mit Geraden a ad ehe* 

aen Strahlbfischeln. 

26. In dem Torhergehenden Kapitel war der Ort 
der Gebilde, die betrachtet wurden , ausdrticklich . auf 
eine Ebene beschrankt. Es bleibt demnach noch übrig 
diese Gebilde; nämlich projectivische Gerade und 



3.4.5 n verscbiedene Rangordnongen m5glicb. Nun bleibt 

bei jedem von diesen 3.4.5...,n verschiedenen n Ecken noch dis 
RangordnaDg frei, nach welcher die Ecken desselben in den ge* 
gebenen Geraden A, A,, Aj, ....An— i liegen. Die Zahl dieser 
Ordnungen ist aber ofifenbar der YenBetzangszahl för n Elemente 

(etwa für n Personen S, tt^ anf n Plätzen A, A^ , ) gleicli^ 

also s= 1.2. 3 n. Da endlich, zufolge der oben stehenden 

Auflösung, för eine bestimmte Rangordnung der Punkte B, B^, 

Bg, nnd der Geraden A, A,, A^, , im Allgemeinen, 

swei,Anfl5sangei|i statt finden, so ist folglich, wenn die Rangord- 
nung weder der gegebenen Punkte B , B^ , Ba~ i , noch der 

gegebenen Geraden A, A^, An~i festgesetzt ist, die Zahl 

aller Auflösungen im Allgemeinen 

3. 4.5....: nX 1.2.3.4 nX2=sl*.2».3*.4« n*. 
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ei>ene Strahlbtischel, in solcber Lage zu untersu^ 
cheD, wo sie nicht mehr in einer nnd derselben Ebene 
liegen. Zu diesem Ende ist es zwefkmäfsig, und wie 
sich zeigen wird, der Natur der Sache angemessen, das 
dritte Gebilde, nSmIich den Ebenenbüschel (§.l,nLX 
mit jenen zugleich zu befrachten. 

Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die 
Gebilde und ihre verschiedenen Verbindungen, weil 
sie nicht mehr in einer Ebene liegen, nicht leicht durch 
Zeichnungen (Figuren) vorstellig machen ; dieses ist aber 
auch nicht nöthig, weil durch zweckmäfsige Benennun- 
gen das Festhalten der Zusammenstellungen der zu be- 
trachtenden Gebilde erleichtert wird. Ueberhaupt sind 
stereometrische Betrachtungen, meiner Meinung nach, 
nur dann richtig aufgefafst, wenn sie rein, ohne alle 
Versinnlichungsmittel,^ nur durch die innere Vorstel- 
lungskraft angeschaut werdeu. Wenigstens ist dieses 
für die synthetische Betrachtungsweise erforderlich, und 
vorzugsweise für Denjenigen, der darin erfinderisch zu 
Werke gehen will; denn nur auf diesem Wege kann 
er seinen Gegenstand selbst gewähren lassen, kann er 
den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren- 
Verbindung in allen ihren einzelnen Fällen und nach 
allen ihren Greuzen hin leicht und richtig durchschauen, 
und alle diese Fälle zusammen als ein in einander 
fliefsendes oder aus sich selber heraustretendes Ganzes 
erkennen. Wenn auch im Anfange diese freie Vorstel- 
lung einige Mühe macht, so wird man doch bald eine 
gewisse Fertigkeit darin erlangen, und sich dann für 
die überstandene Anstrengung hinlänglich entschädiget 
finden. Wer bemüht wäre durch andere Mittel diese 
Anstrengung zu umgehen, der dürfte nicht wohl thun, 
indem er das Vorstellungs vermögen, statt gesund, kräf- 
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tig und lebensthfitig zu macbeD^ dasselbe vielmebr in 
dunkler, scliwerfälli^er Auffassung erbalten ifvfirde. 

Da die folgenden Betracbtungen mit denen im to« 
rigen Kapitel grofse Uebereinstimmung baben, ja da 
sie grofsentbeils durch die letzteren Torbereilet sind, 
oder sich auf dieselben slülzcn, so werde ich oiich da- 
bei kürzer fassen dürfen und nur nötUg haben, die 
Enf Wickelung so weit zu verfolgen, bis sie aaf frühere 
Betrachtungen gebracht, oder bis die weitere UtfterSii- 
chung durch ein mit dem frühem gani übereinAimMn- 
des Verfahren, zu Ende geführt werden kann. 

27. Nach der oben (§. 1, III.) gegebenen Erklä* 
rung besteht ein Ebenenbüschel aus der unzähligen 
Menge von Ebenen, welche durch eine und dieselbe 
Gei^de, Axe genannt, gehen. Die Axe eines solchen 
beliebigen Ebenenbüschels soll durch S( bezeichnet 
werden, und wenn von den Ebenen desselben einzelne 
namhaft gemacht werden sollen, so mögen sie er, ß, 
Yf df heifsen. 

I. Denkt man sich im Räume irgend eineti Ebenen- 
büschel % und irgend eine Gerade A und bezieht beide 
auf einander, so findet man: 

1) Dafs im Allgemeinen durch jeden Punkt der Ge- 
raden A eine Ebene des Ebenenbüschels 8( geht. 
Jeder Punkt und die durch ihn gehende Ebene 
sollen entsprechend heifsen, und zwar sollen 

die den Punkten a, 6, c, ^, entspredienden 

Ebenen nach der Reihe durch a, /?, y, 3, .....' be- 
zeichnet werden. Nur eine Ebene ist mit der 
Geraden A parallel, öder geht nach ihrem unend- 
lich entfernten Punkte; sie heifse die Parallel- 
ebene <§. 2.). 

2) Insbesondere kann die Gerade A in r'einci solche 
Lage übergehen, dafs sie die Axe fü cles Ebenen- 

7* 
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bfiichels sdineidety dann liegt sie in einer Ebene 
des letzteren» and schneidet alle übrigen Eb^ien 
in einem und demselben Punkte, der nämlich der 
Dordisdinitt der Geraden A und 3( ist. Daran- 
t«r ist auch der besondere Fall mitbegriffen, wo 
die Gerade A der Axe 91 parallel, d. b«, nach 
üurem anendlich entfernten Punkte gerichtet ist. 
IL Denkt man sich mit dem Ebenenbfischel 91 zu- 

glddi irgend eine andere Ebene B^ so finden zwischen 

ihnen folgende Beziehongen statt: 

1) Ihr gegenseitiger Durchschnitt ist ein ebener 
Strahlbfiscbel, d. h«, die Durchschnittslinien, in 
welchen alle Ebenen des Ebencnbfiscbels 9t die 
besondere Ebene B schneiden, bilden zusammen 

/ einen StrablböschelB in dieser Ebene, dessen Mit* 
telpunkt der Durchschnitt der Ebene B und der 
Axe 9( ist Die Strahlen, oder die Durchschnitts- 
linien » durch welche die einzelnen Ebenen a, /?, 
f^ 8p:.»m gehen, sollen nach der Reihe durch 

a, byC, d, bezeichnet werden, und jeder Strahl 

und die durch ihn gehende Ebene sollen ent- 
sprechend heifsen. 

2) Die Ebene B kann insbesondere ihre Lage so 
verändern» dafs sie der Axe fH parallel wird: 
dann entfernt sich der Mittelpunkt des ebenen 
StraUbfischels B ins Unendliche, und alle Strah- 
len desselben werden parallel, nämlich der Axe 
9( parallel Nähert sich in diesem Falle ferner 
die Ebene B der ihr parallelen x\xe 9(9 bis sie 
endlich diese in sich aufnimmt, so wird sie 
mit irgend einer Ebene des Ebenenbüschels 9( 
zusammenfallen, und mit allen fibrigen Ebenen 
die Axe 9( zum gemeinschaftlichen Durchchnitt 
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haben, so dafs also der StrahlbQscbel B «ich auf 
diese Axe redoztrt. 
3) Endlich kann die Ebene B auch eine solche be- 
sondere Lage haben, dafs sie zu der Axe 9( senk- 
recht ist: dann werden durch die Winkel im 
Strabibüscbel R die Fldcbennvinkel im Ebenenbfi- 
scbel f& dargestellt, d. h., der Winkel, ii:elchen 
irgend zwei Strahlen des ersteren einschlieCBen, 
ist dem Flächenwinkel der ihnen entsprechenden 
Ebenen gleich, so dafs also z. B. Winkel (ab) 

— («/?)i (ac) = («/)> (bc) — (/Jy), , wenn 

nämlich der Winkel, den zwei Ebenen, etwa 
a,/? einschliefsen , durch (aß) bezeichnet wird. 
Iir. Hat man auf die vorstehende Art «ine Gerade 
A (10 oder einen ebenen Strahlbüschel B (IL) auf einen 
Ebenenbüschel 9( bezogen, so sollen die )edesmaligen 
zwei Gebilde A nnd 9(, oder B und fH „projecti* 
vi seh" heifsen, nämlich in Ansehung der entsprechenden 

Elementenpaare aunda, bund/9, c und y, , oder a 

und a, b und ß, c und y,^ Befinden sich die Ge- 
bilde in solcher Lage, dafs die Punkte a, 6, Cf •••• 
oder die Strahlen a, b, c, ...,; in den ihnen entspre» 
chenden Ebenen a, /3, 7", liegen, wie bei vorste- 
henden Betrachtungen, so soll gesagt werden, sie seien 
oder sie liegen „perspectivisch,'' nnd wenn dieses 
nicht der Fall ist, so soll ihre Lage „schief*' heifsen. 
IV. Der Ebenenbüschel 91 kann sich insbesondere 
so verändern, dafs seine Axe 91 sich ins Unendliche 
entfernt, so dafs alle Ebenen a, ^, y^ ..... desselben 
unter sich parallel werden. Daher kann man pmgekehrt 
ii;gend ein System von Parallelebenen als einen Ebenen- 
büschel betrachten, dessen Axe unendlich entfernt ist 
Bei einem solchen Ebenenbüschel wird irgend ein« 
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Mteodende Ebene B emen Aeach Straldbflsdiel her- 
▼oribringen QL), dessen Strahlen dbeofiüls parallel sind. 

28. Die Geraden nnd die dbencn Sfrahlbüschel, 
wdcbe mit einem and demselben Ebenenböschel 9( 
perspectivisch sind (§. 27.), haben nnter einander fol- 
gend^ Beraehongen: 

Je zwei ebene StrahlbOschel B, Bt die in demseU 
ben Ebenenbaschel 9( liegen, d.h., die entstehen, wenn 
letzterer von irgend zwei Ebenen B, Bi geschnitten 
wird, sind in Betracht der Stiahlenpaare a und a^, b 

nnd bi, c nnd Ci, , die beziehlich in den Ebenen 

«, /f, f , des Ebenenbfischels 21 liegen, pro jecf irisch, 

nnd zwar kann man sagen sie liegen perspectivisch» 
Denn wird die Dnrchschnittslinie der beiden Ebenen 
B, Bi darch A bezeichnet, so werden, wie sich aas 
der Anschanung ergiebt, alle StraUenpaare a und ai, 

b and bi, c nnd Ci, der Strahlbüschel B nnd Bi, 

sich auf der Geraden A schneiden, und heifsen diese 

Durcb^chnittspankte, wie gehörig, a, 6, C, , so sind 

einerseits B und A in Ansehung der Elemente a, b, 

tf../,, nnd a, b, C, und andererseits Bj und A in 

Ansehung der Elemente ai,bi, Ci, und a, 6, c, 

projeclivisch (§. 2.), folglich sind auch B und Bj in 

Hiüsicht der Elemente a, b, c, und aj, bi, Cj, 

projöctivisch, und zwar, da die Durchschnitte der ent- 
sprechenden Strahlen auf einer Geraden, nämlich auf 
Ä, Hegen, $o soll ihre Lage, obgleich sie sich nicht 
in einer Ebene befinden, perspectivisch heifsen, 
lüid |en6 Gerade A soll ihr perspectivischer Durch- 
schnitt und diis Axe 8r des Ebenenbiificheis ihre Pro- 
JfectiböÄaxe genannt werden. Wird also von zwei 
pröjeclivisch6ti ebenen Strählbüscheln, die in einer 
Ebteö perspertivtsch liegen, wie etwa B, B^ (Fig. 10.) 
der eine um den perspectivischen Durchschnitt A her- 
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cmibewegt, so bleiben die Strahlbfisdiel foitwifaroiMl 
perspectivtechy ond liegen, siAald sie sich nicbt mebr in 
einer Ebene befinden, in einem EbenenbOschel 91, wel- 
tber durch sie bestimmt' wiid. 

Wenn insbesondere die Ebenen B, Bi der Axe9l 
des Ebenenbüschels in einem und demselben Punkt« 
begegnen, so daCs also die ebenen Strahlbfischel B, B| 
concenfrisch sind, so geht auch der perspectivisebe 
Durchschnitt A durch ihren gemeinschaftlichen Mittel- 
punkt, und zwar sHid in ihm (in A) zwei entsprechende 
Strahlen vereiniget. Und also auch umgekehrt: Wer« 
den zwd projectivische ebene Strahlbüschel B, Bi be* 
liebig concentrisch gelegt, ohne daCs sie in einer Ebene 
liegen, aber dafs zwei entsprechende Strahlen zusam- 
menfaUsn, so sind sie perspectivisch, nftmlich sie liegen 
in einem und demselben Ebenenbfischel 91, der durch 
sie bestimmt wird, .und der gemeinschaftliche Strahl 
ist als ihr perspectivischer Durschschnitt anzusehen. 

Nun folgt femerj dafs irgend ein ebener StrahU 
büschel B und irgend eine Gerade A (die nicbt in der 
Ebene B liegt), die in demselben Ebenenbüscbel 91 lie* 

gen, in Ansehung der Elemente a, b, c, d, und 

a, b, c, b, projectivisch sind. Denn deiAt man 

sich irgend eine Ebene Bi durch A, so bringt me (im 
Ebenenbüschel 9() einen ebenen Strahlbüschel Bi hervor, 
der, wie man sieht, mit A in Ansehung der Elemente 

Biy bi, Ci..... und a, 6, c, profectivtsch ist, und 

da er, zufolge vorstehender Betrachtung, auch, mit B 
profectivisch ist, so sind folglich auch B und A pro|eo* 
tivisdi (§. 11, II.), wie behauptet worden. 

Daher sind ferner je zwei Gerade A, Ai, die in 
demselben Ebenenbüsehel 9i liegoi, in Ansehung def 

aitspredienden Puilkte a, 6, c, und Au iu (i -f» 

projectivisch. Denn sie sind beide mit dem ebenen 
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SfnAftfisckel A, Mtbin aadi later wii proycctiTisdL 
Sdmeidcn die Geraden A, Ai einander, so sind sie 
penpectiviscb, nSndiA Skr Proiectionsponkt liegl in. 
der Axe des Ebenaibfisdiek Ü, er ist der DnrrJisdinift 
AeuT Axe nnd der Ebene, in wddier alsdann die Ge- 
raden liegen. 

Das ErgebniCi der Torsiehenden Belraditangen be- 
stebt also in folgenden Eigenschaften: 

L f^e zwei ebene Strahlbfischel B, B,, die 
in einem nnd demselben Ebenenbüschel S( Ite* 
gen, sind perspectiviscb, nnd zwar ist der 
Durchschnitt ihrer Ebenen ihr perspectivi« 
scher Dnrchschnitt" Und umgekehrt: ,,Haben 
zwei projectivische ebene Strahlbüschel B, B^ 
einen perspectivischen Durchschnitt A, d. h^ 
sind sie perspectivisch, so liegen sie in einem 
Ebenenbüschel 91, der durch sie bestimmt 
wird, oder insbesondere in einer Ebene; wird 
nSmlich der eine Um A hernmbewegt, so blei- 
ben sie stets in irgend einem Ebenenbüschel, 
nnd fallen endlich die Ebenen beider Strahl- 
büschel aufeinander, so vereinigen sich alle 
Ebenen des Ebenenbüschels mit ihnen." „Lie- 
gen die Strahlbüschel B, Bi im Ebenenbüschel 
91 insbesondere concentrisch, so sind im per- 
spectivischen Durchschnitt A, der dann durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt geht, zwei 
entsprechende Strahlen vereiniget; und um- 
gekehrt» sind bei zwei projectivischen ebenen 
Strahlbüscheln B, Bi, die nicht in einerlei 
Ebene liegen, die Mittelpunkte und zwei ent- 
sprechende Strahlen vereiniget, so liegen sie 
in einem Ebenenbüschel 9(y dessen Axe 9( na- 
türlicherweise durch den gemein^ameu Mit- 
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telpunkt geht, «ad der gemeintehaf fliehe 
Strahl ist als perspectiviseher Durebsehattt 
der Strahlbüechel aozusehea." 

II* ^JedeGeradie A und jeder ebene Strahl« 
bü8chel By die in einem und denselben £be- 
nenbüscbel 91 liegen, sind projectivisch.'' 

IIL „Je zwei Gerade A, Ai, die in einem 
und demselben EbenenbQschel U liegen, sind 
projectiviscb, und wenn sie sich schneiden^ sa 
sind sie perspectivisch, und ihr Pro)ectioBS^ 
pnnkt liegt in der AxeX des Ebenenbüscbels.'* 

In Hinsicht ähnlicher Geraden und in Hinsicht glei- 
cher ebener Strablbüschel finden insbesondre folgende 
Eijgenschaften statt: 

IV. „Alle Geraden, die in demselben Ebe^ 
aenbüschel 9 liegen und mit einer und dei^ 
selben Ebene desselben parallel gehen, sind 
projectivisch ähnlich." Und umgekehrt: „Alle 
Geraden, die in demselben EbenenbQsckel lie« 
gen und ähnlich sind, sind mit einer und der- 
selben Ebene desselben parallel." Denn da 
jede Ebene des Ebenenbfiscbels durch entsprechende 
Punkte der Geraden gebt, so werden, da die Geraden 
mit derselben Ebene parallel sind, ihre unendlich ent- 
fernten Punkte sich entsprechen (§. 27, I.), und daher 
folgt ihre Aehnlichkeit (§. 13, I, a.). Wenn insbeson« 
dere der EbenenbQschel 3( aus Parallelebenen besteht, 
wenn seine Axe unendlich entfernt ist (§.27, IV.), so sind 
alle Geraden, die in einem solchen Ebenenbfischel liegen, 
projectiyisch ähnlich, und diejenigen Geraden, die 
unter gleichen Winkeln zu den Ebenen geneigt sind, 
sind projectivisch gleich. 

y. „Ebene Strablbüschel, die in demselben 
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Ebenenbüftehel liegen^ sind projectiTiscli ahn- 
licky wenn entweder 
1) ihre Ebenen parallel sind, oder 
3) wenn diejenige Ebene, welche den durch 
die Ebenen der Strahlbflschel gebildeten 
FlSehenwinkel hSlftet, xn der Axe II des 
Ebenenbfischels senkrecht ist; 
und aach nmgekehrt" Die Wahrheit dieses Salzes 
ist leicht m erweisen , nämlich im ersten Falle (1.) 
sind elFenbar je zwei entsprechende Sirahlen der Strahl« 
bOschel parallel, nnd folglich )e zwei Mitsprechende 
Winkel gleich, a. s« w. 

29. Da die Flachenwinkel des EbenenbOschels 91 
dorch irgend einen ebenen StrahlbfischelBt, dessen Ebene 
zn der Axe 91 desselben senkrecht ist, dargestellt wer- 
den (§. 27, II, 3.), und da dieser StrahlbQschel B, mit 
jedem anderen StrahlbQschel B, oder mit jeder Gera- 
den A, die in dem Ebenenbüschel S( liegt, projecti- 
•mdk ist (§. 28.), so hat man zwischen irgend viermal 
drei entsprechenden Elementen der drei' pro jecüvischen 
Gebilde 9(, B, A, etwaf zwischen a, ß, /, 8; a, b, c, d; 
a, 6, C, b folgende Bedingungen (§.4 und §.10.): 

sin ( ay) ^ Sin(a3) sin (ac) 8in(ad) ÜC ab 
B\n(ßy) ' siüißä) 8in(bc) ' sin (b d) '^ bc " bb' 

I J ^'"(^/^ . sin (a 8) sin (ab) sin (ad) o6 ob 
6in(;'/?) * sin (yd) "^ sin(cb) * sin(7d) "^ cb ' cb' 

sin (aß) $in(a y) ^ sin (a b) 8in(ac) ab ac 
$m{öß) ' s'm{dy) 8in(db) ' 8in(dc) "" bb ' Vi 
Und umgekehrt: 

IL „Sind die Elemente zweier 6ebilde 9( 
und B, oder fH und A, so einander entspre- 
chend angenomm4sn, dafs zwischen je vier E1&- 
mentenpaaren (bei gleicher Aufeinanderfolge 
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der Elemente in den jedesmaligen zwei Ge- 
bilden (§. 6, /.) oder (§. 10.)) gleiche Doppel- 
verliältnisse statt finden, wie die vorstehen* 
den, so sind die Gebilde projectivisch*'* • 
Daher folgt femer. 

III. „Dafs das ganze System der entspre- 
cbenden Elemeutenpaare zweier projectivi- 
sehen Gebilde 31 und B, oder 91 und B bestimmt 
sei, sobald drei Paare gegeben sind (§. 6, a.); 
und dafs, um eine projectiviscbe Beziehung 
zwischen den Gebilden zu bestimmen» drei 
entsprechende Elementenpaare beliebig ge- 
wählt werden dürfen (§. 6, /?.)•" 

Sollen, wenn bei 91 und B, oder bei 91 und A drei 
Paar eulsprechende Elemente gegeben sind, andere ent- 
q[irechende Elemente gefunden werden, so ist die Auf- 
gabe leicht auf die obige (§. 6.) oder (§. 24, III.) zu- 
rückzuführen. Denn welche gegenseitige Lage die Ge- 
bilde auch haben mögen, so. darf man nur einen ebenen 
Strahlbüschel Bi oder eine Gerade Ai annehmen, die 
mit dem Ebenenbüschel 31 perspectivisch sind, und so- 
fort zwischen Bi oder Ai und den gegebenen Gebilden 
B oder A die entsprechende Aufgabe lOfen. 

IV. „Liegen zwei projectiviscbe GebildeQI 
und B, oder fH und A so, dafs irgend drei Paar 
entsprechendeElemente zusammentreffen, d.h., 
dafs drei Strahlen von B, oder drei Punkte 
von A in den ihnen entsprechenden drei Ebe^ 
neh von 9( liegen, so liegen die jedesmaligen 
zwei Gebilde perspectivisch (§. 27.), so dafs 
Je zwei entsprechende Elemente zusammen- 
treffen.'* 

y. ,^Befindeii sieh zwei V. „Befindea sich zwei 
projectiviscbe Gebilde S( projectivisch« Cebilde Z 
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naJ A iB beliebiger sebi^ «sdB im scbieferLage, «ad 
fer Lage, so treffen entwe- liegl der Hiltelpaakt B ib 
der zwei, oder ein, oder der Axe % so fallen entwe- 
kein Paar entsprecbende der zwei, oder ein, oder 
Elemente derselben xnaam- kein Paar entsprecbende 
Men, nimlicb gerade so, Elemente derselben anfein- 
wie bei denGebilden Bund ander, nSmlieb gerade so, 
A ($. 16, rV.), «der wie bei wie bei swei projeetiyi- 
zwei aufeinander gelegten seben ebenen Strablbn- 
projectiviscben Geraden A, scbeln B, B^, die in einer 
Af (§• 16» 11.)/-* Denn denkt Ebene concentriscb liegen 
man sieb mit der gegebenen Go- (§«16, IL)-" Denn denkt man 
raden A eine andere Gerade A| sieb in der Ebene des g^benen 
rereiniget, die mit dem Ebenen- StrablbfiseLelsB einen anderen B^, 
buschel ^ perspectiviscb ist, so welcher mit ihm concentriscb nnd 
sind A und A, projectiYisch, mit S( pcrspectirisch ist, so sind 
woraus sofort die Richtigkeit der B nnd B, prajectiviBcb, woraos 
Aussage folgt Die Tereinigten sofort die genannten Eigenscbaf- 
entsprechenden Elementenpaare ten folgen. Die vereinigten ent- 
der Gebilde $(, A werden dem- sprechenden Elementenpaare der 
zufolge nach C§« 17«) gefunden. Gebilde Sl, B werden demzufolge 

nach ($. 17.) gelundt 






Mit Rücksicht auf (§. 8.) und (§. 12, IL) folgt ins- 
besondere ferner (§. 28, I, 11» IIL): 

YI. „Schneiden irgen,d vier Ebenen des 
Eben enbüsh eis 31, etwa dieEbenena, /},;^, J, ent- 
weder irgend eine Gerade A in vier harmoni- 
schen Punkten a, 6, c, bf oder irgend eine Ebene 
B in vier harmonischen Strahlen a, b, c, d, so 
schneiden sie auch jede andere Gerade Ai in 
vier harmonischen Punkten üi» iu Ci, bi, und 
jede andere Ebene B| in vier harmoniBchen 
Strahlen ai, b^, Ci, d^J*- 

Unter diesen Umständen sollen die vier Ebenen 
Uy ßiYiS „harmonische Ebenen" heifsen, und zwar 
sollen auf dieselbe Weise wie bei harmonischen Punk- 
ten und harmonischen Skahlcn (§. 8, I.), je zwei nicht 
nacheinander folgende Ebenen „zugeordnete bar- 
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monisebe Ebenen" heifsen. Alsdann lassen sidi fast 
alle Eigenscbanen, die daselbst (§. 8.) von vier barmo- 
niscben Strahlen entwickelt wurden, wörtlich auf vier 
harmonische Ebenen er, /?, y, 8 übertragen. Femer sind 
die letzten Sätze in (§. 12, II.) zu fibertragen , nämlich 
wie folgt: 

VII. „Sind in einem EbenenbQscbel 9( Tier 
harmonische Ebenen, und in einer G.eraden A 
vier harmonische Punkte, oder in einem ebe- 
nen Strahlbüscbel B vier harmonische Strah- 
len gegeben, so sind die Gebilde 9( und A, oder 
St und B in Ansehnng der gegebenen Elemente, 
auf acht verschiedene Arten projectivisch, 
nämlich man kann jedesPaar zugeordnete har- 
monische Elemente des einen Gebildes, so- 
wohl als dem einen oder dem anderen Paar 
zugeordneten harmonischen Elementen des 
anderen Gebildes entsprechend annehmen.** 

Es folgt weiter: 

# 

YIIL ,,Werden drei Ebe- VIII. „Gehen darc^ drei 
nen (a, ß^ y) eines Ebe^nen- gegebenePitnkte s»(»ceiner 
bfischels 9( durch irgend Geraden A drei Ebenen 
eine Gerade A, oder ddrcb (et, ß, y) eines Ebenenbft- 
irgend eine Ebene B ge- scbels 9 oder drei Strah» 
schnitten, so ist der Ort len (a, b, c) eines ebenen 
desjenigen Punktes b oder Strablbfischels B, so geht 
Strahles d, der zu den die zu den drei Ebenen ge» 
drei Durchschnittspunkten hörige rierte harmonische 
(Sift^C) oder Durchschnitts- Ebene ^, oder der zu den 
strahlen (a, b, c), der yierte drei Strahlen gehörige 
harmonische Punkt oder vierte harmonische Strahl 
Strahl ist, eine bestimmte d, durch einen bestimmten 
▼ierte Ebene S des Ebenen- vierten Punkt b der Gera- 
büschels 9, nSmlich die den A, nämlich durch den 
▼ierte harmonische Ebene vierten harmonischen 
xa den drei gegebenenEbe- Punkt zu den drei gegebe- 
nen." Ben Punkten.** 
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Aiu diesen letzteren Sätzen , verbunden init (§.20, 
IV.)f folgt femer: 

IX. „Sind ttfß^y irgend drei IX. „Sind a,i»C irgend drei 
Ebenen eines Ebenenbfi- Punkte einer Geraden A, 
«cbels 3, nnd nan nimmt nnd man legt darcb den ei- 
in der einen, etwa in /?, ir- nen, etwa durch (, irgend 
gend einen Punkt i an, zieht eine Ebene ß, nimmt in die- 
aus ihm zwei beliebige 6e- ser zwei beliebige Gerade 
rade A, A|, die den zwei ^, ^^ an, die mit den zwei 
fibrigen Ebenen a, y in den übrigen Punkten ü^ c die 
Punktenpaaren A und C, ft| Ebenenpaare a und y^ a^ und 
und Cf begegnen werden, y^ bestimmen, und legt 
und verbindet diese Punk- durch die zwei Durch- 
,tenpaare wechselseitig schnittslinien, in denen 
durch Gerade C<)Ci, CA|), so die se Ebenenpaare sich 
ist der Ort des Durch- wechselseitig C'^Vi^ y^i) 
Schnitts b der letzteren ei- schneiden, eine Ebene, so 
ne bestimmte vierte Ebene geht diese stets durch ei- 
^ des Ebenenbüschels, die nen bestimmten vierten 
nämlich zu jenen drei Ehe- Punkt b der Geraden A, der 
nen die vierte, und zwar zu 0, (, C der vierte, und 
der ß zugeordnete, harmo- zwar dem B zugeordnete, 
nische Ebene ist^^ harmonische Punkt mC 

Aus diesen Sätzen folgert man nach Carnot 
weiter: 

X. „Haben irgend zwei X. „Haben irgend zwei 
dreiseitige Pyramiden N^a dreiseitige Pyramiden >/9tt 
ÄiÄ2,BcCiC2, einen gemein- o^ceg, ßyy^y^ eine gemein- 
schaftlichen Körperwinkel schaftliehe Grundfläche /9(, 
(, so finden zwischen ihren so, finden zwischen ihren 
fibrigen Elementen fol- übrigen Elementen folgen- 
•gende Umstände statt: hei- de Umstände statt: heifsen 
fsen die Ebenen, in die Spitzen der Pyramiden 
denen die Grundflächen a, C, heifst die durch diese 
Alliüg, CC« C2 liegen, ot^ y^ Spitzen gehende GeradeA, 
htsifst der durch diese be- und der Punkte in welchem 
stimmte Ebenenbüschel % diese der Ebene derGrund- 
und die durch die Spitzet fläche /9 begegnet i, so ge^ 
gehende Ebene des letzte- hen die drei Ebenen, wel- 
ren ^, so werden die Dnrch- che in den drei vierflä-chi* 
schnittspunkte der Diago- gen Kdrperwinkeln «««1^/1, 
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nalen der drei Vierecke wt^yy^^ <i|«g^«^fl darch die- 
aa^CCi, aa^CCs, a^a^ffCs» di<! jenigen gegenüber steben- 
sick in den Seitenebenen den Kanten gelegt werden« 
des Kdrperwinkels h be- in denen die ungleicbnami- 
finden» in einer riertenEbe- gen Ebenen (a, /|, und «i,/; 
ne S des Ebenenbnscbels 3 a^y^. unda^^; a^,^, und «g, Yt) 
liegen, nnd zwar sind re, /?, sieb scbneiden, dnrcb ei- 
7", df vier barmoniscbe Ebe- nen vierten Punkt t der 
nen und es sind « und ^, ß Geraden A, und twar sind 
und S einander zugeord- a, (, C» h vier barmoniscbe 
net." Punkte.'' 

- Weitere Folgerungen , deren bier noch viele mög- 
lich sind, werden gegenwärtig übergangen; im zweiten 
Hefte werden einige davon, bei Gelegenheit zw^ck- 
mäfsiger Anwendung, nachgeholt werden. 



Ebenenbüscbel/ unter sieb. 

30. Bisher befand sich unter den Gebilden, «Ke 
betrachtet wurden, nur ein einziger Ebenenbfiscbel, 
nun aber sollen mehrere* zugleich berficksichtigt wer- 
den, und zwar sollen sie, auf ähnliche Weise wie 
früher die anderen Gebilde, aufeinander bezogen und 
die aus dieser Beziehung entspringenden Eigenschaf- 
ten untersucht werden. 

Zwei Ebenenbüschel 9(, Sfi, die entweder mit ei- 
ner und derselben Geraden A, oder mit einem -und 
demselben ebenen Strablbfidchel B projectivisch sind 
(§. 27, III.), sollen auch unter sich „projectivisch" 
heifsen. 

Zufolge dieser Erklärung, mit Bezug auf die obi- 
gen Sätze (§.29.), finden zwischen den entsprechenden 
Elementen projectivischer Ebenenbüschel nachstehende 
Gesetze statt. 

I. Je vier entsprechende Ebenenpaare zweier pro- 
jectivischer Ebenenbüschel 91, Od, etwa die Ebenen 
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'»f ßf Tf ^ ^^^ ^\f ßxf Tu 'i erfüllen folgende Bedin- 
gungen (§. 29, L): 

si n(«y) ^ 8in(g^) _ sinjfcfi^,) 
sinQ?^) "" 8in(/«i;/i) 

8in (aS) Bin(ctißi) 



8 



«n (ßr) 
Bin (aß) 



6 
8 



Bin(yß)^ Bin (yö) Bin(yißi) 
sin (ctß) sin (ex ;") sin («i /9i) 



s 

8 



n («i 5i) 



n («i *i) 



n(«fiyi) 



n(8iyiy 



8in(^/9) * 6in(d;') sin (<5»\/?i) ' 

IL Und umgekehrt: 

„Sind die Ebenen' zweier Ebenenbüschel 
fUf % so einander entsprechend angenommen, 
dafs zwischen je vier Paaren gleiche Doppel- 
Verhältnisse stalLfinden, wie die vorstehen- 
den, wobei die Aufftinderfolge der Ebenen in 
beiden EbenenbQscKeln nothwendiger Weise 
fibereinstimmend seiin mufs (§-I0.), so sind die 
Ebenenbüscbel projectiviscb." 

IlL Ferner folgt: 

„Das ganze System der entsprechenden 
Ebenenpaare zweier projectivischcr Ebenen- 
büscbel ist bestimmt, wenn irgend drei Paare 
gegeben sind (§. 29, III.); und will man zwei 
Ebenenbüscbel aufeinander projectivisch be« 
ziehen, so können drei Paar entsprechende 
Ebenen beliebig angenommen werden." 

IV. „Bei zwei projectivischen Ebenenbü- 
scheln SI» 9(i entsprechen vier harmonischen 
Ebenen des einen auch vier harmonische Ehe- 
nen des anderen Ebenenbüschels (§.29, IV.)." 

V. Es folgt weiter (§. 1 1, IL) : 

„Dafs wenn von mehreren Gebilden-— Ge- 
rade, ebene Strahlbüschel und Ebenenbü« 
schein -«- in irgend einer Ordnung genommen, 
derReihe nach jedes mit dem darauffolgenden 

pro-- 



31. 



EbenenbUsdiel nnter nch. 
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pro)e€tiTis€h ist, so iit jedes mit jedem pro- 
jcctivisch." 

YI. Da man die FlSchenwinkel zweier. projectiri^ 
sehen Eb^ieDbfischel 9(, Sfi durch zwei ebeue Strahl* 
büschel B, Bi darstellen kann (§. 27, II. 3.), und da 
letztere unter sich projectivisch sind (§. IV.)» weil sie 
es mit jeiien, und jene unter sich es sind, so folgt fer- 
ner (§. 9, IL): 

,,In zwei projectivischen Ebenenbfischeln 
9(, 8(i befinden sich,, im Allgemeinen, nur zwei 
entsprechende rechtcFIäGhenwinlel(orTX(<riri).*' 

Biese Ebenenpaare ff und ^i , r und Ti haben feme^ 
die nachstehende Eigenthümlichkeit f§. 12, L): 
tg («<?)* tg(«iti) *= tg (ßö).ig (/JiTi), und 
tg (ar) . tg(ai<ri) « tg (/?r) . tg (ßiüO; 
das heilst: „Bei zwei projectivischen Ebenenbfi- 
scheln 91, S(i ist das Produkt aus den Tangen- 
ten der Winkel, welche irgend zwei entspre- 
chende Ebenen (a und €«1, oder ß und ß{) mit den 
ungleichnamigen Seitenflächen (mit a und Ti, 
oder Ci und t) der entsprechenden rechten FlI- 
ehenwinkel einschliefsen, von unver&nderli- 
chem Werth.'* 

31. In Hinsicht der gegenseitigen Lage zweier pro- 
jectiyischen Ebenenbüschel findeii ahnliche Fälle und 
Umstände statt, wie bei den frfiher betrachteten Gebil- 
den, nämlich folgende. 

I. Zwei projectivische Ebenenbfischel sollen, oder 
ihre Lage soll „perspectivisch" hdCsen, wenn die' 
Dnrchschnittslinien der entsprechenden Ebenenpaare ei- 
nen ebenen Strahlbüschel bilden. Um sich Ton der Mög^ 
lichkeit dieser Lage zu überzeugen, denke man sich' 
einen beliebigen ebenen Strahlbfisehel B, lege durch 
dessen Blittelpunkt B irgmd zwei Gerade S(, 91k (die 

8 
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üldif in d^ ilhwe B Uegcn), so $k|d. die Ebtaenbilr- 
schel 9(, 9(i, in Ansehmig der EbeneDpaare, welche 
.dwrcb denselbeii Stiahl des Sfrablbüficbek B ^eben, 
pro>eeünscb (§. 30.), uai der ErUlüruog ficttift liegen 
sie pexspectirigcb. 

Femer soll dier StrabIbAscbel B, oder dessen Ebene 
By der j^perspectiviscbe Darcbschnitt" der £be- 
nenbüscbel 91, 3(i beifsen. Insbesondere )iann d^ 
StrfJ^IJifisdiel B ans einem System von Paralldslrablen 
}>^ebcin^ und dann sind weh die Axen Sf, % den- 
selben^ also anch der £l>ene B, parallel« 

Als ein wesentlicher Umstand hei der perspectivi- 
schen Lage ist noch der Z|i hemarken, d^ offenbar 
swei entsprechende Ebenen^ etwa e, €i, auf einander 
fallen (§. 9, II.) y nämlich in dmjenigcn Ebene, in wel- 
cher die beiden A^ep ^t ^i der Eb^nenbfischel liegiNu 
Dieser. Umstand dient umgekehrt als Merkmal» oder als 
Bedingung für . di^. perspe^liyische Lage der beiden 
^c;Dep)lü^dlel;. pbulich man erkennt diese Lage ¥or«- 
oSmlich an fplge^demzwei Merkmalen: 

y,9W'^ prpjectivische Ebenenbii^cbel %Vit 
liegc^n ^U/ß^i^l parspeetivisch, wenn entweder: 

1) irgend zwei entsprechende Ebenen; €,.61 
auieinand^r fallen, oder wenst 

2) 4ie;drei :D.urcbscbaUtslinien vo» irgend 
drei ent^pre^cbendeil Ebenenpaaren in ei* 
ner und derselben Ebene liegen." 

Die Bjcbtigl^i^ diesctr Anssugen iM durch Hülfe 
frilbeff^ Sätsj^e . leicht zu erweisen. Denn im ersten 
Falle ih) liegen die Axen 9(, $(1 in der dei» Ebenen« 
bttsehejn. gemwischaftlicbeo Ebene «Si, und mfieaea 
MgUob (Einander in irgend einem Punkte B schneiden, 
oder. . insbepo^deiie parallel sein. Daher mnb . femer. 
dor D^hschnitt je zweier laiifreehendfen Eb^en durch 
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dtti Paukt B ceken, weil offenbar Mde Ebäneii dhnk 
denselben gehen. Le^ i»än nnii durch awei tohflk^ 
Darchscbnitte^ etwa durch a,b» d^h., dorish dielhM»- 
schnitte der entsprechenden Ebenenpattre crnndtti, /? 
ßij eine Ebene B, so wird diese der Ebebe tti in ^ 
nem bestimmfen Strahl eei begegnen und dieEbenei^ 
böschel ^f % hk zwei Strahlbüscheb B^Bi schneiden, 
wdche projeetivisoh sind, und zwar, da sie die drei 
Strahlen a, b, eei, als sich selbet entsprechende Strah- 
len, gemein haben, projectivisch gleich, sind nnd sich 
decken, so da£B folglich- alle übrigen Durchschnitte ent- 
sprechender Ebenenpaare in der geninnnten Ebentt B 
liegen« Sind insbesondere die Axen Q(, 9(t parallel, so 
ist auch die Ebene B mit ihnen parallel. Im andern 
Falle (2.) mufs die Ebene, in welcher die drei Dnrch- 
scfanittslinien liegen, dieEbeneDbüschel 91, 9(t in zwei 
ebenen Strahlbüscheln B^ Bj schneiden, die projeeti- 
Tisch gleich sind nnd sich decken, weil sie diä drei 
gt»annten Strahlen gemein haben nnd dnrdi dieselbe^ 
bestimmt werden, woraus denn folgt, dafis die Ihircb- 
schnittslinie von je zwei entsprechenden Ebenen in 
)ene Ebene BBi fallen mnCs. 

Sind insbesondere diie EbenenbÜlschel 9l,3li gleich, 
d. h., sind je zwei entsprechende Flädienwinkel der- 
selben einander gleich, so gi^t sich diese Eigenschaft 
bei der perspectiviscben Läge der Gebilde durch fol- 
gende Umstände kund, nfanlich entweder: 

a) haftet der perspectivische Durchschnitt B den vqn 
dra Azen 91, 9(i eingeschlossenen Winkel nnd 
steht auf dessen Ebene senkredit, odte 

b) ist der perspeetiirische Durchschnitt B unendlich 
weit entfernt, so dafs je zwei entsprechende {ko^ 
nen der EbeMnbUschel parallel sindy ! «• '* 
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and amgekefart, dordi jeden dieser UmstSnde ist die 
Gleichheit der Ebenenbfisehel bedingt. Sind im ersten 
FaUe (a) inlsbesondere die Axen 9f , Sfi parallel , so lie- 
gen sie auf entgegengesetzten Seiten des perspectiTi- 
scfacn Durchschnitts B nnd sind gleich weit von ihm 
entfernt 

II. Ist die' Lage der Ebenenbfischel 3(, 9li nicht 
perspectivisch (I.)» so soll sie „schief' heifsen. Zwei 
pro)ectivische £bcnenbiiscbel 9(y St befinden sich alle- 
mal in schiefer Lage, wenn entweder (1.): 

1) ihre Axen 91, 9(i nicht in einer Ebene liegen, oder 
- 2) wenn drei Durchschnittslinien von irgend drei 
'entsprechenden Ebenenpaaren nicht in einer Ebene 
liegen, oder 
3) wenn ihre Axen in einer Ebene liegen, in der 
aber nicht zwei entsprechende Ebenen (e, €|) ver- 
einiget sind. 

Im Allgemeinen sind bei der schiefen Lage zweier 
pröjectivischen Ebenenbüschel 91, Sf^ folgende zwei 
Hauptfälle zu unterscheiden, nämlich entweder liegen 
ihre Axen 31, 3(i 

a) in einer Ebene, oder 

b) nicht in einer Ebene. 

Im Falle (a) müssen nothwoidiger Weise die Axen 
sich in einem Punkte schneiden, der D heifsen mag, 
und da jede Ebene durch denselben geht, so geht 
folglich auch die Durchschnittslinie von je zwei ent-^ 
sprechenden Ebenen durch d«iselben. Insbesondere 
können die Axen sammt den genannten Durchschnitts* 
linien parallel sein. 

Im Falle (b) gehen die Durchschnittslinien der 
entsprechenden Ebenenpaare nicht ' mehr durch ei« 
nen und denselben Punkt, wohl aber schneidet jede 
die beiden Axen 91, 3(i» und alle sind einem gemein- 
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saihen GeaeUe unter worfen, vfelcbea iin dritten Jkafitel 

uäher untersueht irerden soll. , 

Die Aufgabe: „Wenn bei zwei schiefliegen* 
den projectivischenEbenenbüscheln drei Paar 
eotsprecheude Ebenen gegeben sind, andere 
entsprechende Ebenenpaare zu finden, oder 
mit anderen Worten, die Ebenenbüschel schief 
aufeinander zu projiciren;'' ist in beiden FfiUen 
(a, b) leicht zu lösen, nämlich dadurch, dafs man Ge- 
rade oder ebene Strahlbüschel zu Hülfe nimmt und 
sofort auf ähnliche Ameise verfährt, wie in (§. 24, lU.)» 
Im Falle (a) bedarf man nur einer einzigen Geraden 
als Hülfslinie, die nämlich drei Durchschnittslinien von 
irgend drei entsprechenden Ebenenpaaren schneidet 

(§. 51.). 

Femer ist die Aufgabe: „Zwei schiefliegende 
projiectiyische Ebenenbüschel in pcrspectiri- 
sehe Lage zu bringen;'^ zufolge der mit der per- 
spectivischen Lage verbundenen Umstände (I.) leicht 
zu lösen. 

III. Zwei projectivische Ebenenbüschel können 
endlich auch so Hegen» dafs man ihre Lage sowohl für 
perspecitivisch als schief halten kann, wenn näm« 
lieh ihre Axen zusammenfallen (v^gL §. 16.). In die- 
sem Falle finden ganz ähnliche Umstände statt» wie 
bei zwei aufeinander gelegten projectiviscbaft- Geradei^ 
oder bei zwei in einer Ebene liegenden concentiischen 
projectivischen ebenen Strahtbüscheln (§. 16, III.); denn 
schneidet man z. B. die gegebenen Ebenenbüschel % 
Sil mit irgend eiüier Ebene, so entstehen zwei ehenfa 
Strahlbüschel B, Bi» wdkhe sdie angegebenai Bedin- 
gungen erfüllen. Daher werden bei den El>aienkfi- 
schein 31, 9(i im Allgemeinen zwei Paar entsprechende 
Ebenen aufeinander fallen, u. s. w. Und dahciir wird 
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isM diese Terehiigten enUpr^headen Ebenenpaare nadi 
(§. 17.) leicht finden. 

pHtze und Porismen dareb Zasammenstellang projec- 

tirischer Gebilde. 

32. Durch die bisherigen Betrachtungen sind die 
t*undamentalsätze über projectivische Gerade, ebene 
Str«|hlbü8chel und Ebenenbüscbel im Räume entwickelt 
worden. Die weitere Betrachtung könnte sich nun mit 
rersphiedenen Verbindungen und Zusammenstellungen 
dpx genannten Gebilde beschäftigen, wobei die, gefun- 
denen Sätze, durch Wiedeiliolung und Verbindung, zu 
zusammengesetzteren Sätzen führen würden, auf ähn- 
liche Weise wie im ersten Kapitel von (§. 19.) bis zu 
£]|ide. Allein ich werde mich hier nur auf einige we- 
nige Verbindungen beschränken, und am Schlüsse in 
zwei Anmerkungen zwei Reihen von leicht auszufüh« 
rjenoen Betrachtungen kurz andeuten. 

Den obigen, in (§. 22.) aufgestellten, Sätzen, ent- 
Bpjrßckm hier folgende, von deren Richtigkeit man sich 
iniUe^$f yprhergehender erwiesener Eigenschaften leicht 

L^f^Wenn ^oa n. Gecacdeii :• L «^Wena timi h £b«aeiH 
'4y,4i« A«r*»A?^-*t die durclj büsclieln ?(,8|,,2f2,,...v^n.t 
denselben Punkt gehen deren Axen in derselben 
(Jbii^'iönstbeliöbigliegtn); Ebene liegen, äet Reihe 
der» Rtti^e n^ch fede aaft »Aoh feder. mit dem darauf 
4AfM4AJ^a.af folge nd,€ja, pTO« folgenden {iirojectivifch ist, 
jf^^yisch ist, und mit ihr nnd mitihm perspectivisch 
p'^rspectirisch liegt, so liegt, so sind je zwei pro- 
^Wit^e'Tw^i profectiviseh {ec-tiviileli' xiiid liegen pcr- 
aiiA,liegfA.perspecUyiscb." 0.pe.ctiyUcI%^ 

-IL „Wenti dirfti priljectiyi- Il^^Wenndi« Axen dreier 

rche Gerade A,A|,A2, durch projectiyisphen Ebenenbti- 

denselben JPnnkt gehen, schel ^, ^^ , ^^ i^ einer 

tild wenn dartd drei ent- Eb'« de liegen; and Wenti in 
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sprechende Punlte (f,e|,f,) dieser drei ealepreeltend« 
Yereiniget sind, so dafs je Ebenen (^ «|, f^) rereini^et 
zwei Gerade perspectivisch sind, so dafs je swel Ebe^ 
liegen, so liegen d!e dre^ nenbfischel perspeetiTiseft 
PtojectionspnnirteCBjBpBs) liegen, so schneiden siek 
die ihnen, paarweise ge- die drei perspectiTisehen 
nommen, zngebSren, in ei- Durchschnitte (B, B^,Bg), 
ner Geraden %, oder so die ihnen zugeh5ren,. in ei« 
sind sie mit einem bestimm- ner Geraden A, oder so 
ten Ebenenbusehel fH peN sind sie sagleich mit eitter 
spectitisch(S* 27,111.), d.h^ bestimmten Geraden Apei^ 

die Ebenen a^ ß^ , wel- spectiyisch (§. 27, III.)^ d. li, 

che durch je drei entspre- die Punkte (!', (, , in 

chende Punkte a, Ai, 02' ^9 welchen je drei entspre^ 
hi% tcr^.... der G'erfiden be- chende Ebenen «, ct|, o^; ß^ 

siimmi werden, bilden ei- ß^, ß^; der Ebenenbft- 

nen Ebenenbusehel fÜ^ schel sich sehneiden,liegen 

in einer Geraden A/' 

III. „Wenn vier projecti- III. „Wenn vier projecti- 
vische Gerade A, A^fAg^A, vische EbenenbOscbel SdSI,, 
sidi in einem Punkte schnei" $(^, ^a> deren Axen in ein 
den, und wenn alle unter ner Ebene liegen, nnter 
einander perspectivisch einander perspectivisc'fc 
sind, so liegen von den ih- sind, so sd[in<^ideti srcb tön 
rien zt^ehörigeb »e che' den ifaneb sngehtorageifcs'^ohs 
Projectiouspunkten. vier perspecliviscben D.nrcJI^ 
mal drei in einer Geraden, schnitten vier mal. drei in 
und folglich liegen alle elne'r G'er'aden, nnjf folg- 
seehs in einer Ebene, und lieh schneiden sieh sUe 
folglich, liegen vier ent- sechs, in eii^em Punkte, und 
sprechende Punkte, etwa folglich schneiden sich vier 
(, (i,(^, (j, in dieser Ebene.'^ entsprechende Ebenen, et- 
wa ß, ß\,ß2, ßz\ »rt diesei 
Punkte;* 

lY. „Bewegen si^bnPnnk- Y. „Drehen sich n£benen 

te a, ftf , As, ....• (b^i nach «,;««<<»(, «a^^i naeb der 

der Reihe in n beliebigen Reihe um n beliebige feste 

festen Geraden A^A^^Ag, Gerade SC, IC^, 9tg, S(n— i, 

An—fl, die durch denselben die in einer Ebene lieigei, 
Punkt geben, und drehe» und bewegen sieb die n-«»l 
sich die n—l Geraden (a,a^, Durchschnittslinien (a, aj, 

a^ aa~t), welche durch aj« an— 2} der Ebenen- 

die Pnnktenpaare Aüi , AiAj» pt^are « and «i^tfi nndss»**-- 
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• •••. ii»»^^*-*! gebea, naeb «a— c md «k— i , nacb der 
der Reihe nm n — 1 feste Reibe in n — 1 festen £be- 

Punkte (B,B„ B^, B«-f), nen (B, B„ B,,.....Bd-.,), so 

to drebt aicb die Gerade bewegt aicb die Darob* 
dnrcb je zwei jener Punkte acbnittalinie von je awei 

(Af Aj» Hf ) nm einen fe- jener Ebenen (ee, a,, a^, ) 

aten Punkt." in einer festen Ebene." 

Das obige Porisnia des Pappas (§.22.) ist als be- 
sonderer Fall in dem yorateh^iden Satze (IV« links) ent- 
halten , nämlich es enthält die Einschränkung, dafs die 

gegebenen Geraden A, Ai, An—i in einer Ebene 

liegen« 

Es möge hier, als Beispiel, noch folgende Auf- 
gabe Platz finden, welche die obige (§. 25.) als beson- 
dem Fall in sich schliefst. 

V. „Wenn im Räume irgend n GeVade A, 

Ai, As, An^i gegeben sind, die ein si^hiefes 

n Eck (oder n Seit) bilden (d. h., jede schnei- 
det die darauf folgende und die letzte die er- 
ste), und wenn in jeder Ebene die durch zwei 
aufeinander folgende Gerade bestimmt wird. 
Irgend ein Punkt gegeben ist, also im Ganzen 
H Punkte (B, Bi, B, B«^i), so soll ein ande- 
res (schiefes) n Eck beschrieben werden, des- 
sen Seiten nach der Reihe durch diese Punkte 
gehen, und dessen Ecken nach der Reihe in 
jenen Geraden liegeji. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der obigen (§. 25.) 
ähnlich, so dafs jeder sie ohne Schwierigkeit wird aus-, 
führen können. Ich will nur bemerken, dafs die ge- 
genwärtige Aufgabe, im Allgemeinen, zwei Auflösun- 
gen zuläfst, weil die Rangordnung der gegebenen Ele- 
mente nicht verwechselt werden kahn. Diese Beschrän- 
kung der Zahl der Auflösungen wird aufgehoben, wenn 
die Aufgabe in folgender Gestalt gegeben wird: 
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^,Siiid n beliebige Ebenen BT, Bi, B,, B».., 

und in jeder irgend ein Punkt, also n Punkte 
By Bi» Bt, «...Ba^i, gegeben, so sollen naadere 

Ebenen a, cri, a^, cts^i so gelegt werden, 

dafs sie nach der Reihe durch die Seiten des 
durch jene Punkte bestimmten schiefen nEcka 
gehen, und dafs die n Burchschnittslinien der 
aufeinander folgenden Ebenen, in jenen ge- 
gebenen Ebenen liegen/' 



Erste Anmerkung. 

Von projectiTischen Gebilden die in einem Straklbft- 

schel im Räume liegen. 

33. 2iuni Schlüsse dieses Kapitels ist noch eine 
besondere Zusammenstellung von projectivischen Ge- 
bilden, und zwar von ebenen Strahflbüscheln und Ebe- 
nenbüscheln näher ins Auge zu fassen, nämlich dieje- 
nige Zusammenstellung, bei welcher die genannten Ge- 
bilde sämmtlich zu einem Strahlbiischel im Baume ge- 
hören (§• 1, y.)» d. h., bei dieser Zusammenstellung 
haben alle ebenen Strahlbüschel einen und denselben 
Mittelpunkt und die Axen aller v Ebenenbüschel gehen 
durch diesen nämhcben Ponkt, welcher Mittelpunkt des 
Strahlbüschels im Räume heiCst und durch D bezeichnet 
werden soll. 

Unter diesen Umständen finden offenbar zwischen pro- 
ledivischen ebenen Strablbüscbeln und Ebenenbftschein, 
die in demselben Strahlbüschel D liegen, durchweg ähn- 
liche Beziehungen statt, wie zwischen projectivischen Gre« 
raden und ebenen Strahlbüscheln, die in derselben Ebene 
liegen.und irovon das erste Kapitel bandelt Denn wird 
der Strahlbüschel D durch irgend eine Ebene, die E hei^ 
fsen mag, geschnitten, so wird jeder Ebenenbfisehel in ei- 
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einer Geraden, und jeder Strahl: in eiaem Punkt geschnit- 
ten; non können alle diete durch den Bttrehsehnitt 
erzeugten Gebilde i« der Ebene £ als perspeotiViscÜ 
mit' den flmen zugehörigen Gebilden im Strablbüschel 
D angesehen werden (§. 27» HI.), und alsdann werden, 
wenn irgend zwei Gebilde in der Ebene £ prdjecli- 
▼isch sindy auch die ihnen eatsprefhenden Gebilde im 
Strahlbüschel D projectivisdi sein (§. 90, LV.), und 
auch umgekehrt; daher werden fast alle Gesetze, Ei- 
genschaften, Lehrsätze, Porismen, Aufgaben, u. s. w., 
die bei projectiTischen Gebilden in der Ebene E statt 
finden, auch auf ähnliche Weise bei den ihnen ent- 
sprechenden Gebilden im StrahlbQschel D statt haben, 
sodaCs nur einzelne besondere Eigensdaftei^ und Um- 
stiode hierbei eine Aasnahme machen. 

' Demnach würden alle Untersochangtoi, die im er- 
sten Kapitel über* Gebilde in der Ebene •£ durcbge- 
fObrt worden, anf entsprechende Weise bei den Ge^ 
bilden im Strablbüschel D' auszuftibren sein; da aber 
diese Untersuchung, im Grande genommen^ nichts we- 
sentlich Neues enthielte, weil sie, wie wir eben ge- 
sehen, nnmittdbar aus der UatersuohuDg in der Ebene 
£ abgeleitet, oder äaf dieselbe^ zurückgeführt werden 
kann, so werde ich nach hier nicht langer ABoaiM auf- 
halten, indem es durchaus nicht schwierig ist, bei le^- 
dea» vorkommenden Falle, nach den bereits gegebenen 
Andentiingen, sich zurecht zu finden. leb will nur 
noch erinnern , dafs die Figuren in der Ebene E mit 
den ihnen entsprechenden Figurea im SlrablbQsehel I> 
auf gewisse Weise übereinstimmen, A b., einem VleU 
eck' in E entsfMricht ein gleichnamiger Körpervrinkel 
in D, z. B. dem Dreieck enf spricht ein dreikantiger 
oder» difeifliehiger Körperwinkd, dem Viereck ent« 
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spricht ein fierkainfiger Kdrperwfkikd, tt. s. i^,y und 
dem' Kreide ^(spricht ein Kegel (zweiten Grades). 

Als ein zweckmafsiges Beispiel zur Erlfiuterong 
des Gesagten mag folgende Aufgabe dienen. 

„Wenn zwei projectivische ebene Strahl« 
büschel Bi, B, in einem Strahlbilscbel B per- 
spectlvisch liegen, so dafs zwei entsprechende 
Str^ahlen e, et vereiniget sind (§. 28i), and man 
denkt sich den einen SfrahlbüS'Chel fest, wäk» 
rend der andere sich um den gemeiuschaftli* 
eben Strahl herumbewegt, ao ist die Fraget 
welche FlS-che durch dieProjeetionsaxe 31 (d.h« 
Axe des Ebenenbüschels, in welchem beide Slrahlbü« 
sehel By Bi liegen (§. 28.)) beschrieben werde.*' 

Man denke sich eine £bene £, welebe zu de« 
gi^einscfaafllichen ' Strahle eei senkrecht ist, so wkd 
sie, die ebenen Strahlbüschel Bi, B, io zwei Gieraden 
A, Aj schneiden, die unter sich perspeciivisch sind^ 
wie etwa (Fig. 7.) sie darstellt, und der Ponkt B, ili 
welchetai sie die Pro)e6tionsaxe S( schneidet, ist dev 
Pto}eetionspunkt der Geraden A, Ai, Wird nun «lef 
eine Strafatbfisdiel , etwa B«, auf die angögebenei Art 
iiewegt, so wird sich die zugehörige Gerade A^ in der 
I^bene E um den gemeinscbaftlicben Durchsclmittspunkt 
eti der G^afden drehen, und der Pi>o)eclioDspankt B 
•y^ird sich in einer bestimmien« Kreislinie bewegen,' de«- 
ren Miftelpcinkt r ist (§..15.)^ daher wird die Projee^ 
tionsate 9t eine KegelASche D zwdten Grades besohrei«- 
ben, die dtireh jenen Kreis geht, und zwar ist* diciser 
Kegel ein schiefer, weil das aus dem Sch^tel D auf 
die Ebette E des Kreises gefällte Loth ee^ nicht den 
Bflttelpunkt (r) des Kreises trifft. „Also beschreibt 
die Projectionsaxe 91 eine schiefe Kegelfläche 
die von jedet Ebene, welche zu d«in gemein- 
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^cbaftlichea Strahle eei der Strahlbüschel Bi, 
B, senkrecht ist, in einem Kreise gescKnitten 
wird." 

Zweite Anmerkung. 

Von projectivischen Gebilden auf der Kagelfläche. 

<34. Denkt man sich eine Kugel&ache K, die den 
Mittelpunkt D des vorhin zu (irupde gelegten Strahl- 
büschels im Räume (§. 33.) zum Mittelpunkt hat, so 
wird dieselbe von den Gebilden, die im Strahlbüschel 
D liegen y wie folgt geschnitten: von . jedem Strahl 

(a, h, ) in einem Punkt (a, 6, ); von jedem 

ebenen Strahlbüschel B in einem Hauptkreise (gröls- 
ten Kreise) H, dessen Punkte den Strahlen, und des- 
sen Abschnitte (Bogen) den Winkeln des Strahlbü- 
schels entsprechen; von einem Ebenenbüschel 3{ in ei- 
nem sphärischen ^Strahlbüschel fb, d.h., in einer 
unzähligen Menge von Hauptkreisen, die den Ebenen 
des Ebeuenbüschels, und deren Winkel den Winkeln 
der letzteren entsprechen, und die alle durch densel* 
ben Punkt 95 (Durchschnittspunkt der Axe 91) gehen, 
welcher Mittelpunkt des sphärischen Strahlbüschels 
hetfsen soIL Werden nun irgend zwei Gebildf^ (Hnnd 
S5, oder H und Hi, oder fö und ^0 auf der Kugel« 
fläche K, wenn ihre entsprechenden Gebilde (Bund$^ 
oder B und Bi, oder 91 und ^i) i>u Strahlbüschel D 
projectivisch sind, ebenfalls projectivisch genannt, 
so folgt mit dieser Erklärung zugleich, dafs die wesent- 
lichsten projectiviscben Beziehungen, welche zwischen 
den Gebilden im Strahlbüschel D (oder zwischen den 
Gebilden in der Ebene E (§. 33.)) statt finden, aucb 
zwischen den Gebilden auf der Kugelfläche K statt ha- 
ben müssen. 

Wie man hieraus sieht, sind also die Betracbtiing^eo 
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auf der Kagelfläche K diirrhans nichts eigcntlifiiiilicli 
Neues y sondern sie sind nur als eine besondere Be- 
Sf^ränkung der Betracbtnngen im Strahlbüschel D an- 
znseben. Ueberhanpt haben Untersuchungen auf der 
Kugelfläche sehen die Wichtigkeit, die man ihnen, ver- 
möge einer oberflächlichen Ansicht, beizulegen geneigt 
isf. Denn oft lassen sieh dieselben aus entsprechenden 
Untersuchungen im Strahlbfischel D oder in der Ebene 
£ ableiten, und Ttele derselben liefsen sich dann auch 
auf ähnliche Weise auf andere krumme Flächen über- 
tragen. Ueber die Art und Weise» wie, im Allgemei- 
nen, Operationen (Constructionen) auf der Kugeifläche 
ausgeführt werden können, werde ich später handeln. 
Man kann nämlich die Kugelfläche allein ats 0]>era- 
rationsfeld annehmen, oder man kann die entsprechen- 
den Operationen im Strahlbüschcl 1), oder in irgend 
einer Ebene £ ausführen, und sodann auf die Kugel- 
fläche K übertragen. Finge man mit der 'Cousfructlon 
auf der Kugelfläche K an, so liefsen sich umgekehrt 
die gefundenen Resultate auf den Strahlbüscbel D oder 
auf . die Ebene £ übertragen, welches aber nicht der 
zweckmäCsigste Gang sein möchte. 

Ueber die Betrachtung projectivischer Gebilde auf 
der Kugelfläche will ich nur noch bemerken, dafs nur 
wenige von den Eigenschaften, die im ersten Kftpitcl 
an projectivisehen Gebilden in der Ebene nachgewiesen 
worden, nicht auch auf entsprechende Weise bei jenen 
sich vorfinden; zu solcher Ausnahme gehören z. B. der 
Parallelismns der Geraden, und ihre unendlich entfern» 
ten Punkte. Dagegen sind die Eigenschaften, welche 
auf die projectivtsche Beziehung gegründet sind, auf 
ähnliche Weise vorhanden, wie in ^er Ebene £, oder 
vrie im Strahlbfischei D. Denn da offenbar die Ab<* 
Bchtiitte (Bogen) eines Hauptkreises H gerade dasMaafs 
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der iimen entsprtcheiidea (g^cnfilier siebenden) .Wb- 
Lel des Kogehörigen ebenen StrablbOscbek B sind, ond 
da die Winkel, weldhe die Strahlen eines sphliisctei 
Strabibfisdiels fb mit eiminder bilden, offenbar die nSat- 
litben sind, welche die ihnen entspredienden Ebenen 
im xugehörigen Ebenenbfischel 91 einschliefsen, so mnfs 
folglich auch bei projecüvischm Gelulden anf der Kn- 
gelflSche Gleiddbeit der Doppelverhftltnisse statt finden, 
wenn daku, bei Hanplkreisen die Sinns der Bogen, und 
bei Strahlbfischeln (9^) die Sinns der von den StraU^i 
eingeschlossenen Winkel, genommen werden. Baher 
folgt z. B.: „dafs es 1) bei zwei pro)ectiyisckea 
Hauptkreisen H, Hi zwei entsprechende Ab- 
schnitte (Bogen) giebt, die Quadranten sind; 
2)dafse8 bei.zweiprojectivischen sphärischen 
Strahlbüscheln f&, 93i zwei entsprechende 
rechte Winkel giebt; und 3)da{s es bei einem 
Hauptkreise H und einem Strahlbüschel 95, die 
pro)ectivisch sind, einen Quadranten und ei- 
nen rechten Winkel giebt, die sich entspre- 
chen; und dafs in Bezug auf diese eigenthüm^ 
liehen Elemente dasselbe Gesetz statt findet, 
wie bei projectivischen Strahlbüscheln B, B| 
in der Ebene (§. 12, I, *, 5i.)> oder wie bei. pro- 
jectivischen Ebenenbüseheln 21, 2Ii (§. 30, V.)." 
Femer ist bei projectivischen sphärischen Gebilden per* 
spectivische und schiefe Lage zu unterscheiden^, 
bei der ersteren haben zwei Hauptkreise einen Pr0* 
jectionspunkt, und zwei Strahlbäschel haben emen 
perspectivischen Durchschnitt. Aus dem oUgeii 
Beispiel (§. 33.) folgt hier der nachstehende Saitzr 
,»Wenn zwei projectiviscbe Hanptkreise &,.Ht, 
perspectivisch liegen find wenn d^r eine feist 
bleibt, w&hrend der an-dere sieh unr ihren f}e* 
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mei&fichaliLiQb^n BurioktcliaUtspaiikt hera«- 
bewegt» so bewegt iich der Pridjeeti^onspankt 
in ^iil^üi syhämehen Kegelschnitt, (d. L der 
Dmrdhschnift eines Kegek zweiten Grades, dessen 
SfChettel im Mitfedpnnkt der Kugel Kegt, mit der Ka- 
gdUlädieV' — Werden zwei gleitbartige projectiviscbe 
sphärisdie Gebilde (H nnd Hi, öder f& nnd Q^i) aof- 
enendeigelegty mo finden dabei ähnlicbe Umstftnde statt, 
1^ bei den entsprecbmiden Betrachtnngeor in (§. 16. 
und §< 31, IlL); ferner kann dabei eine entsprechende 
Aufgabe gestellt, md anf.ähnliche einfache Weise (mit* , 
ielst eines Kreises oder irgend eines sphärischen Kegel- 
schnitts) geldset werdoi, wie in (§. 17.) > weiche se- 
d«ui eine eben so fruchtbare Anwendung findet, wie 
die letztere' bei den nach ihr folgenden Betrackitun- 
g^L u. s. w. 



Drittes Kapitel. 

Erzeugung derLinien und der gcradlinigenFlichen 
zweiter Orduung durch projectivlsc^e Gebilde.. 



35. Bei. der ob%en Untersupbong projeetimcher 
Gebilde wurde bei^ der sdbiefen Lage derselben die nä- 
here EcforsicbMQg der Gesetze, welchen bei zwei Geraden 
A, Ai die Ptojectionsstrahlen (§^9,L)^ bei zVvei ebenen 
StrahlbüAQbeln B, ^ die .Durchschnitte der entspre- 
ebenden Strablenpaärev odfer Idie dnrcb altsprechende 
StraUenpaare bestimmteil Ebenen (wenn B,' Bi im 
Strahlbfischel D liegen (§. 3a)) ^ und bei zweiSbeneoh 
büsdieln %fifi.die Darchadbnittslinien der enlspiechent 
den Ebenenpaare (§. 31.) ^unterworfen sind, absiehtlidi 
yemiieden. filieae UnteieUch«aig coli jelj^t nachgeholt 
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werden. SiefAhrt, wie man sdien wird, m den inter* 
eseanlesten und firachtlmtsten Eigensduiften der Linien 
zweiter Ordnung» oder der sogenanntee Kegelschnitte, 
ans denen sich fast alle anderen Eigensdiaften der letz- 
teren , in einem mnfassenden Zusarnmenhangey auf eine 
fiberraschend einfache und anschauliche Weise ent- 
wickeln lassen, nämlich sie zeigt die nothwendige Ent- 
stehung der Kegelschnitte aus den geometrischen Grund- 
gebilden, und zwar zeigt sie dadurch zugleich eine sehr 
merkwürdige doppelte Erzeugung derselben durch pro- 
jcctivische Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte Er- 
zeugung der geradlinigen Flächen zweiten Grades, d. h., 
aller derjenigen Flächen zweiten Grades, in welchen 
gerade Linien liegen (d. L Kegel, Cy linder, einfaches 
Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid, zwei Ebenen). 

Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die 
Mathematiker in älterer und neuerer Zeit die Kegel- 
schnitte erforscht, und welche fast zahllose Menge von 
Eigenschaften sie an denselben entdeckt haben, so ist 
es in der That auffallend, dafs die vorgenannten Eigen- 
schaften so lange verborgen bleiben konnten, da doch 
aus ihnen, wie sich zeigen wird, fast alle bekannten 
Eigenschaften (nebst vielen neuen), wie aus einem 
GuCse hervoiigehen, ja da sie gleichsam die innere Na- 
tur der Kegelschnitte vor unseren Augen aufschliefsen. 
Denn wenn audi Eigenschaften bekannt sind, die den 
genannten nahe^ liegen, so finden sich doch, meines 
Wissens, letztere nirgends bestimmt ausgesprochen, in 
keinem Falle aber wurde ihre Wichtigkeit erkannt, die 
sie durch die gegenwärtige Entwickclung, wo sie zu 
Fundamentalsätzen erhoben werden, erhalten » fibrigens 
bin ich auch nicht einmal durch jene auf diese geführt 
worden. 

Da der hier .vorgestreckte Zweck £e Betrachtung 

pro- 
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projecüvigdier Gebilde ist, lo dürfen die KegelscbniUe 
bier noch nicht so aosftthrlich nntenacht werden, als 
es Itaittebt der erwftbnten Eigensdiaften leicht gesche» 
hen konnte; sondern ich werde mich blofs auf einige 
wenige Entwiekelongen beschränken , die entweder ans 
dem Gange der Betrachtung jener Gebilde nothwendig 
hervorgehe, oder die zur Erforschung derselben in 
der Folge dienlich sind. SpXter, nach vollendeter 
Durchführung der Untersuchung projedivischer Gebilde 
sollen alsdann die Kegelschnitte einer umfassenden Un« 
tersuchong unterworfen werden, die sich auf ihre vor- 
erwähnte Erzeugung durch projectivische Gebilde grün- 
den wird, wobei letzlere sodann nur als untergeordnete 
Hülfsmittel dienen, und wodurch die vorstehenden Be- 
hauptungen sollen gerechtfertigt werden. 

Gegenseitiger Darchschnitt der Ebene nnd der 

Kegelfliche. 

36. Zunüchst soll hier eine kurze Betrachtung^ der 
eigentlichen Kegelschnitte, wie sich dieselben beim Ke- 
gel der unmittelbaren Anschauung darbieten, vorange- 
sdiiekt und dabei vornehmlich auf einige Umstände, 
die für die synthetische Untersuchung derselben sehr 
westotHch sind, aufmerksam gemacht werden. Nur 
inufs ich bemerken, dafs diese Betrachtung, genau ge- 
nommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes Heft) ange» 
hört, woselbst sie in einem umfassenderen Zusammen- 
bange ausgeführt werden wird. 

Denkt man alle diejenigen Strahlen 9l,3ri,3fs, 

eines Strahlbüschels D, welche durch irgend eine Kreis- 
linie K gehen, wie etwa (Fig. 36.)» ^^ ^^^ Papier die 
Ebene £ des Kreises vorstellen und der Punkt D über 
derselben liegen soll (§. 34.), so heifst die Flfiche, wel- 
die von diesen Strahlen erfüllet wird, Kegelf Iftche, 

9 
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und zwar» weil sie, so ^ie do'Krei^ von ii^geiid dner 
Geraden hdchsteos nur io xwei PnnLieB gesebnitten wer- 
den kann, so beiCst sie, aus Folgen dieses UmsfandeSy 
Kegelfläcbe vom zweiten Grade. Wenn man 
«ch die Strahlen (oder Kanten) nicht durch den Kreis 
K und durch den Punkt Dbegrenzf, sondern Tiehiidir 
unbegrenzt vorstelif, so sieht nun, dals die Kegelfläcbe 
aus zwei gleichen Theiien M, Mi besteht» die niit ih- 
ren Spitzen in dem Punkte D zusauunenstoben, so dab 
dieser „Mittelpunkt*' des Kegels oder der Kegel- 
fläcbe genannt wird (Biot). Femer nennt man jede 
Ebene, welche durch den Mittelpunkt D und durdi ir- 
gend eine Tangente A des Kreises geht, Berührungs- 
ebene (berührende Ebene) , weil nämlich nur ein ön- 
ziger Strahl der Kegelfläche in ihr liegt, nämlich nur 
derjenige, welcher durch den Berührungspunkt B der 
genannten Tangente gebt Nun nennt man femer die 
Durchscbnittsfigur, welche irgend eine Ebene mit der 
Kegelfläche bildet, d. h., die Gesammtheit aller Punkte 
die sie mit ihr gemein hat, Kegelschnitt. Das Ge- 
meinschaftliche und das Besondere oder Eigenthumliche 
der gesauunten Schnitte eines Kegels läfst sich Jbequem 
auffassen und übersehen, wenn vorerst die Schnitte 
derjenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt D 
gehen, untersucht werden* Eine solche Ebene kann 
sich auf drei wesentlich verschiedene Arten zum Kegel 
verhalten, nämlicji wie folgt: 

a) kein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ebene, 
sondern alle werden von ihr im Punkte D ge- 
schnitten; dabm gehört also jede Ebene, die den 
Kreis K weder sehneidet noch berührt In Be- 
zug auf jede solche Ebene liegen die beiden Tbeile 
M, Mi des Kegels auf entgegengesetzten Seiten. . 

b) ein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ebene 
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vxki alle flbrigen splioeidet sie im Punkte D; da- 
hin gebdren alle sogenannten Berühningsebenen 
des Kegels. In Bezog aof jede solche Ebene lie- 
gen die Theile Ja, Mi des Kegels anf abwecb« 
selnden Seiten, 
c) zwei Strahlen der KegelflSehe liegen in der Ebene 
nnd alle flbrigen werden Ton ibr im Punkte D 
geschnitten; dabin gdiOrt jede Ebene, die den 
Kreis K schneidet Jede solche Ebene spaltet 
jeden Theil M, Mi des Kegels in zwei Abschnitte, 
so daCs anf jeder Seite der Ebene zwei Abschnitte 
liegen, in denen zusammen alle Strahlen Torkom- 
n^n, die ron der Ebene geschnitten werden« 
i)a nun jede andere Ebene im Räume, die nicht 
durch deü Mittelpunkt D geht, nothwendiger Weise 
mit irgend einer unter den vorstehenden drei Abthei- 
lungen begriffenen Ebenen parallel ist, so wird sie, 
ebenso wie die letztere, -die Strahlen der Kegelfläche 
entweder alle schneiden, oder nur einen, oder nur 
zwei derselben nicht in der That schneiden, sondern 
nach ihren unendlich entfernten Punkten gerichtet sein, 
d. h.,'mit ihnen parallel sein, diese besonderen Strah- 
len sind nämlich diejenigen, welche in jener durch den 
Mittelpunkt D gehenden Parallelebene liegen. Daher 
giebt es folgende drei Klassen von Kegelschnitten: 
L Jede Ebene, wekhe mit irgend einer unter der 
• obigen Abtheilung (a) begriffenen Ebene parallel 
ist, schneidet alle Strahlen der Kegelfläche in end- 
licher Entfernung, und zwar schneidet sie nur ei- 
nen der beiden Theile M, Mi der Kegelfläche, so 
dafs also der Durchsdxnitt, wie er sich der un- 
mittelbaren Anschauung darstellt, eine geschlossene 
krumme Linie ist (durcB die ein Theil der Ebene 
ganz begrenzt wird). Em solcher Scimitt, oder 

9* 
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eine solche Linie, betfrf Ellipse IKe Geraden, 
in welchen die schneidgide £hene dieBerttnuigs- 
ebenen des Kegels schneidet , sind stauntlicb Tan- 
genten derlUlipse;, so dafs also letatere in jeden 
ihrer Punkte von einer bestiannlen Geraden be- 
rührt wird. Unter dieser Klasse von Kegdschnit- 
ten befinden sidi insbesondere anch Kreise, wie 
z. B. der Kreis K^ von weitem die Betraditong 
aasging; ferner gehören dahin, als GrenzlUle, die 
Schnitte der Ebenol (a), wobei nimlich die Ellip- 
sen sich auf den einzigen Punkt D rednziren. 
IL Jede Ebene, die mit irg«id einer unter .(b) be- 
griffenen Ebene parallel ist, schneidet nur einen 
der beiden Theile M, M| der KegdiSche, und 
zwar trifft sie alle Strahlm in endlicher Entfer- 
nung bis auf denlenigen, in wdchem ihreParalld- 
ebene denr Kegel berührt, und nach dessen unend- 
lich entfernten Punkt sie gerichtet ist, so di^ ako 
der Schnitt, wie man in der Vorstellung ridi^ eine 
gebogene krumme Linie ist, deren beide Arme 
sich nach derselben Seite hin ins Unendliche er- 
strecken, nSmlich nach demselben unendlich 
entferntem Punkte hidstareben, nadi welchem 
jener besondere Strahl gerichtet ist. Ein solcher 
Schnitt heifst ParabeL Die Durchschrnttsünien 
der scbueid^den Ebene und der Berfihrungscbe- 
nen des Kegels sind Tangenten der Parabel, so 
dafs ako letztere in jedem ihrer Punkte von einer 
bestimmten Geraden berührt wird; jene Berüh- 
rungsebene aber, welche der schneidenden parallel 
ist, Ist nach einer unendlich entfernten Tan- 
gente gerichtet, die nSmlidi dem unendlich ent- 
fernten Punkte der Parabd zugehfirt. 
Di6 Schniite der unter (b) Jbegrifiekien Ebenen 
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. gebörea ds Gfencftlle hierter, nimlioh bei ihnen 
redoriren eich die ParaMn auf die einseinen 
Strahlen der Kegelfliche. 
DÜL Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der 
Abtheil«ig (c) begrifFenen Ebepe {Mrallel ist, schnei- 
det die mit ihr auf efaierlei Seite liegenden zwei 
Abschnitte derKegelAfidie« und iwar sohneidet sie 

: alle Strahlen der letzteren in endlicher Entfernung, 
ausgenommen diefenigen zwei, wekhe in der Paral- 
telegene li^en, und nach deren unendlich entfern« 
ten Punkten sie gerichtet ist, so dafs also der 
Selmitt, wie man sieht, aus zwei gebogenen Linien 
bestdit, woToli beide Arme einer Jeden sieh ins* 
Osei^liche erstreiken» und zwar sa, dafs die je- 
desmaligen zwei einander * schief gegenüber Uegeu- 
den Arme beider Lmien nach entgegengesetzten 
Biditongen aber nach demselben unendlich ent« 
lernten Punkte hinstreben, nadh welchem nXm« 
lieh einer von jenen zwei besonderen Strahlen ge« 
richtet ist; beide Linien hQngen demnach durch 
diese unendlich entiernten Punkte «usammen, so 
dafs sie nur eine einzige Linie ausmachen. Eine 
«olche Linie heilst Hyperbel. Jede Berfihrungs« 
bene des Kegels erzeugt eine Tangente der Hy- 
perbel^ so dafs also die letztere in jedem ihrer 
Punkte von einer bestimmteil Geraden berührt 
wirdi diejenigen zwei Ebenen, welche den Kegel 
in den genannten zwei besonderen Strahlen be- 
rühren, erzeugen diejenigen Tangenten, die den 
unedlich entfernten Punkten der Hyperber ztige- 
hören, diese Tangenten selbst befinden sich in' 
endlicher Entfernung, vermöge ihrer besonderen 
Eigenschaft heifsen sie Asymptoten der Hyperbel. 
< Die Schnitte der unter (c) enthaltenen Ebenen 
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gcUlMi, ab GMBftUe, UtAer, ninlidi die Hj- 

peribd ndndrt ack dabei auf xwci Gerade, auf 

zwtt Strahlen der Ki^dUUdie. 
Dieses (J^ H» HL) sind die drai Arten won Kegel- 
aduiitteo; fOr die synthrtisehe Belraditnig denelben 
sind die UatfOnde: »dafs die Ellipse keinen» die 
Parabel einen nnd die Hyperbel swei unend- 
lich entfernte Punkte, nnd dafs nur die Para- 
bel eine unendlich entfernte Tangente hat,*' 
als einfache untersoheidende Merkmale wohl 
SU berücksichtigen. - 

Nach der obigen Anmetkung (§. 33.) folgt nun, 
ddb wenn Eigenschaften irgend eines Kegelschnitts ans 
proiectivisdien Gebilden entspringen, dieadben alsdann 
auch auf entsprechende Weise bei d«rKegdfliche und 
also auch bei jedem andren Kegelsdinitt statt haben 
mfissen, so dals, wenn z. B. ein Kegelschnitt duch 
projectiviscbe Gebilde erzengt werden kann, dann auch 
die Kegelflaehe und f eder andere Kegslschnitt ans pro* 
jectivischen Gebilden entspringen mirfs, und auch um- 
gekehrt Daher kann man, zur Erforschung solcher 
Eigenschaften, in vielen Fällen sich nnr an den Kreis, 
den bekanntesten und einfachsten Kegelschnitt (auCser 
den erwähnten GrenzfäUen) halten, welcher Idcht za 
behandeki ist, wie z. B« in der folgenden Betrachtung 
geschehen sollt 

Ersengaag derKegelscImitte nnd derEegelfl9cbe daroh 

projectiyische Gebilde* 

37. Ans der Elementargeometrie bekannte Eigen«» 
Schäften des Kreises zeigen fast unmittelbar die Erzeu* 
gung desselben durch projectiyisdie Gebilde, nämlich 
wie folgt 

Werden aus irgend zwei Paukten B, Bg einer 
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Kreislinie M (Fig. 37.) nach allen Übrigen Punkten a, 

i, C, 4^«elbai Strahlen a^b^c, ; ai, bi^Ci, 

gezogen, so bilden die«« unter sich gleiche Winkel, 
die paarweise Über denselben Bogen stehen, nSmlick 
es ist Winkel (ab) « (aibi), (ac) ■• (ajCi), (bc) « 

<biOi); , folglich sind die dadurch entstehenden Strahl- 

bi)schel'B,B,, in Ansehung der Strahlenpaare anndai, 

b nnd bi» e und Cj, , pro|ectiyisch gleich (§. 

13, !(.)« I>enkt man sidi etwa den Punkt a beweglich 
und l&fst ihn dem Punkte B nöher rOeken, bis er end- 
lich mit ihm zosammentrifft, wie e, so wird nothwen- 
diger Weise der eine zugehörige Strahl e den Kreis 
berühren; «ben so wird für den Punkt b, der mit B| 
Kusanimeiifilllt, der eine zugehürige Strahl di den Kreis 
berühren, so dafs also die den vereinigten Strahlen et, d 
entsprechenden Strahlen e, di den Kreis in B, Bi be- 
rühren "")• Die Strahlbfischel B, Bi befinden rieh dem- 
nach in sehiefer Lage {§« 14.) und zwar sind sie, wie ' 
man sieht, gl eich Hegend^) (§.13,11.). 

Sind andererseits A, A| (Fig. 38.) irgend zwei Tan- 
genten eines Kreises Vi, und sind q, r die ihnen pa>- 
rallelen Tangenten desselben, von denen sie wechsel- 
seitig in den Punkten r» (fi getrorfen werden, so wird, 
wie leicht zu seheOi die Gerade t<h durch den IKGttel- 
punkt M des Kreises gehalftet, so dafs Mr « M(fi, 
und es ist der Abschnitt rb »> bqi und der Winkel 

*) Die9e8 stimmt anch damit fiber^ip^ dafs dit Wiokel, welclie 

die entsprechenden Stratilenpaare a und a|, b und b|, an den 

Punkten a, (,.•••• unter sich bilden, alle gleich sind, nnd zwar 
gleich den WkdcelQ, welche die S«faae et BUt dsB Taogenten in 
ihren Endpunkten bildet 

•*) Diesor Umstand ist wesentlich ^ denn wenn die nämllchea 
Stralilbüschel sich in schiefer Lage befinden nnd ungleich lie- 
gend sind, so erzengen sie» statt des Kreises, wie oben, dU 
gleichseitige Hjperbel^ wie man sa sevser Zeit sehen wird. 



136 Eneugniif c piP Jtljtwmi l l Gr^^l^i^* ^7. 

« B ai« I$t f ejrüer a Mo#jlliil^|^ge andere Taigmite, 
die jene elrateren A^A, in denPunkteii a,dt .ioeboeidet, 
8o bleibt» wenn nian dieser imt dem MMlelponU M des 
Kreises durch die Geraden ))K4v Mdi Terbiodel, der 
Winkel aMai von unveränderUeher GH&foey wie auch 
die Tangente a ihre Lage anderen nag, n3uiUch et 
(oder sein Neb^iwinkel bei solchen Tangenten wie b) 
ist bestandig » a 9B 0| *), und aufserdem sind. die Win- 
kel ß^ß und y^y9 daher sind die Dreiecke aMau 
ArM, Mi)iai, durch Gleichheit ihrer Winkel, ähnlich, 
so daCs, vermdge der zwei letzteren, man hat: 
ar s rM » M<)i : qi^u oder - 
üt . Oiiji « Mr . M^i -• Mr' =* Mi|i* 
das heilst: ,das Rechteck, or.ai<li, unter den Abstäa* 
den der Punkte a, Oi, in welchen irgend eine Tangente 
a die beiden festen Tangenten A, Ai schnddet, tou 
den Durchschnitten r,<li der parallelen Tangenten r, q, 
hat eine bestandige Gröfse ^), nämlich glei(2h dem Qua* 
drate über Mr oder M<ii. Daraus erkennet man dia 
pro)ectivisehe Beziehung der Tangenten A^ Ai, in An- 
sehung der Punktenpaare a und ai, b und $1,. , in 

welchen sie von den übrigen Tangenten a, b, gi>- 

schni\ten werden (§. 12, L), so dafs also die letzteren 
.die Pro}ections8trahlen sind, und dafe insbesondere r,qy 
was schon durch ihre Bezeichnung angedeutet ist (§. 
9, I.)y die Parallelstrablen sind. Läfst man in der Vor- 
stellung die Tangente a sich so bewegen, dafs der Punkt 
a sich dem DurchscbnittspunktC' b der festen Tangen- 



•) Denn TermOge des Dreiecks (|HS| ist /J-f-y -f- «j^ »2 R, 
und vermOge des Vierecks atiTt a, ist 2/9 + 2/ -4- «r+ «^ » 4 R, 
folglich ist 2a^^s a^a^j und da a ■« a, , so ist cc^ 3: a ss a^, 

^*) Brianchon hat diesen Satz für alle Kegelschaitte berrie* 
•CD (Memoire snr les lignes da second orcbe, XXMII. p, 27.); 
spSterfaiä ($» 40, L) iolgt derselbe .nnmillelbar. 



38. Enengattg d. K€gelschnitte u. i. llegellTache. 137 

teni A>A| sAert, so wird gleichzeitig sein entsprechen- 
der Punkt ^i dem Berührongspunkte b^ der Tangente 
Ai a&her rfieken, und zwar dergestalt, dafs wenn sich 
a mit b verdnigety dann auch ai mit b^ zusammenCäUt. 
Ebenso folgt, dafs der dem Berfihmngspunkte e der 
Tangente A entsprechende Punkt fi, im gegenseitigen 
Durchschnitte der Tangenten A, A| liegt*). 

Aas den beiden vorstehenden Untersuchnngen fei- 
gen also nachstehende Sätze. 

„Irgend zwei Tangenten „Irgend sweiPttnkte(B,B,) 
(A, A|) eines Kreises sind eines Kreises sind die MiN 
in Ansehung der esispre« telpnnkte sweier projecti- 
cbenden Pnnktenpssre, in riseken Slrshlb^aschel, de« 
welchen sie von den fihri- ren enispreehende Strsk« 
gen Tangenten geschnitten len sieh in den ttbrigen 
werden, projectiyi'sch« vnd Punkten der Kreislinie 
zwar entsprechen den in schneiden, und zwar ent- 
Ihrem Durchschnitte ver- sprechen den Tereinigten 
einigten Punkten b, fj, ihre Strahlen d« e, die wechsel- 
wechselseitigen Berfth- seitigen Tangenten d^, e in 
rniigspankte b^, e.** jenen Punkten (B, B,).*^ 

38. Wie bereits oben bemerkt worden (§. 36, Ende), 
folgen nun aus den eben aufgestellten Sätzen vom Kreise 
(§. 37.) 9 unmittelbar entsprechende Sätze vom Kegel 
zweiten Grades und dessen übrigen Schnitten. Denn 
wenn die Tangenten des Kreises K (Fig. 36.) projec^ 
tivisch sind, so sind auch die ihnen zugehörigen ebenen 
Strahlbüschel im Strahlbüschel J), deren Ebenen den 
dem Kreise zugehörigen Kegel D berühre, unter sieh 
pro)ecttvisch (§. 33.), und wenn die Strahlbüschel im 



*) Dieser Umstand kann auch daraus bemeaen werden, dafs 
wenn man sich die Gerade Mb denkt, dann yerm5ge der redit- 
winkligen, einander Shnlicken Dreiecke fMb, teM man hat tc.tb 
carM.rM» und da rb « <),ei, also auch te.iT^e'i cfc yM.rM, 
woraus man sieht > dafs e, C| die obige Bedingung zweier enbp«- 
chenden Punkte erfiülen. 
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Kreise projecfmsdi 8iii4 so iind andi die Aaen mgd5* 
ligen Ebenenbfischel im Kegel unter «eh fnjotAtiaAy 
Bo dab also uomiUeUbar nadutehcnde Suse folgen: 

L „Ib irgend zwei Berfili- L ^Irgend zwei StraLIea 
rnngtebeiieii eises Kegels einer Kegelflicke zweiiea 
zweiten Grades befindes Grades sind die Axe» zwei- 
sich zwei projectivisclie er projectiTischen£benei^ 
^ ebene Strahlbfiscbel, deren bfiscbel, deren entsprecben- 

entsprechende Strahle a> deEbenenpaare sich in den 
paare nimlich in den ilbri- fibrigen Strahlen schneir 
gen Berfibrnngsebenen lie- den, und insbesondere ent- 
gen, nnd insbesondere ent- sprechen den in der £bene 
sprechen den im Dnreh- jener Strahlen yereinigieii 
schnitte jener Ebenen Ter- Ebenem (d, C|) diejenigen 
einigten Strahlen (d,e|) die« Ebenen (d^, c), welche den 
j^enigsn Strahlen (d,, e), in Kegel in denselben berfih* 
%velchen dieselben den Ke« ren«'^ 
gel berfihren." 

Und umgekehrt;, 

^.y IL ,;Jsde zwei schieflie, II. „Jede swei schieflie« 

(^ende projectiyische ebene gende proiectirische £be- 
Strahlbüechel B, B^ « die nenbüschel ^, $|i, die sich 
sich in demselben Strahl- in demselbenStrahlbüschel 
bftschel D befinden, erzea- D befinden, erzeugen einen 
gen einen Kegel zweiten Kegel aweiten Grades, der 
Grades, der ihre Ebenen durch ihre Axen gebt, d. h«, 
berührt, d.h., die durch die dieDurchschuittsliniender 
entsprechenden Strahlen- entsprechenden Ebenen- 
paare bestimmten Ebenen, paare nebst den Axen der 
oebst denEbenen derStrahl« Ebenenbuscbel, sind die 
bfischel, sind die gesamm* gesaromten Strahlen eines 
ten Berührungsebenen ei- bestimmtenKegels zweiten 
nes bestimmten Kegels Grades, und zwar wird er 
zweiten Grades, und zwar in jeneu Axen (9(, Sff) ron 
berührt er die Ebenen (B, denjenigeiTEbenenCdj,«) be- 
Bf) der Strahlbüschel in rührt, deren entsprechen- 
denjenigen Strahlen (df, e) de in der durch dieselben 
deren entsprechende (d, e|) bestimmten Ebene yereini« 
im Durchschnitte dersel- get sind«" 
bsn vereiniget ^ind." 

Da nun zwei projectivische ebeae Strahlbüschel 
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B, Bi die in irgend swel Berflhnuigflebeiieii des Kegele 
liegen 9 Von moer beliebigen Ebene £ in zwei prolecü* 
Tischen Geraden A^ Ai geschnitten^ werden » and da 
zwei im Kegel liegende projectiviscbe Ebenrabftschel 
9(y Sil von )ener Ebene £ in zwei projectivischen ebe- 
nen Sirahlbüscheln B,Bi geschnitten werden <§• 33.), so 
folgen also weiter, wie oben erwihnt worden» Ifir alle 
Kegelsch itte nachstehende merkwürdige Sätze: 

IIL „Jede swei Tangeiir IIL ^Jede swei Paakte B, 
ten AfAieinesKegelschnitts B| tiQesKegelschnitts sind 
sind in Ansehung derPank- die Mittelpankte zweier 
tenpaare, in welchen sie projectiTischea ebenen 
von den übrigen Tangenten Strahlbfischel, deren ant- 
geschnitten werden, pro- sprechende Strahlen sich 
jectiyiscfa, nnd «war ent- in den übrigen Punkten des- 
sprechen den in ihrem selben schneiden, nndxwar 
Durchschnitte yereinigten entsprechen den yereinig- 
Punkten (^, ei), ihre weclu tenStrahlen (d,e|} dieXan» 
selseitlgen Berührnngs- genten (d^, e) in den gegen- 
pankte Cb|, e).** seitfgen Mittelpunkten 

(B,,B).-- 

Und umgekehrt: 

rV. „Jede xwei in einer IV. nJ^de xwei in einer 
Ebene schiefliegende pro« Ebene schiefliegende pro- 
jectiyi^cheGerade A,A| er- jectivische (ebene) Strahl- 
zeugen einen Kegelschnitt, büschel B, B| erzeugen ei- 
der sie berührt, d. b., sie nenKegelscbnitt, der durch 
und alle ihre Projections* ihreUittelpunkte geht,d«L, 
strahlen sind die gesamm* diese und die Durchschnii« 
ten Tangenten eines be- te^der entsprechenden 
stammten Kegelschnitts, Strahlenpaare, sind die 
und zwar berührt dieser gesammtenPqnkte eines be« 
die Geraden in denjenigen stimmten Kegelschnitts» 
Punkten (e, |>|), deren ent- und zwar wird dieser io 
sprechende (e^ , t) in ihrem jenen Mittelpunkten von 
Durchschnitte vereiniget denjenigen Strahlen (e, d^) 
sind.*' berührt, deren entsprechen- 

de (oi, d) vereiniget sind.** 

Es darf kaum erwähnt werden» dafs zufolge der 
obigen zweiten Anmerkung (g. 3i.), bei projectiTiscI^en 
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< 

Gebilden auf der Kugelildie entaprediende Stttce statt 
finden, ' 

•39. Die Bo eben Mfgeitelken nenen Satze Ikber 
deti Kegel «weiten Grades nnd' dessen Sdmilte <§. 38.) 
sind für die Untersuchnng dieier Figuren wichtiger ab 
alle bfsber bekannten Sfttte Hber dieselben, denn sie 
sind die eigentlidien wahren Fondanientalsitze, weä 
sie nämlich so imfatsend sind, dafs fast alle übrigen 
Eigenschaften )ener Figuren auf die leichteste und klarste 
Weise aus ihnen folgen, und weil auch die Methode, 
nach der. sie daraus hergeleitet werden, jede bisherige 
BetrlBchtiingsweise an Einfachheit nnd Bequemlichkeit 
Übertrifft Wiewohl ich mir vorbehalte j die genann- 
ten Figuren erst späterhin ausführlich zu untersuchen, 
80 kann ich doch nicht umhin, hier schon einige der 
nächsten Folgerungen aus jener Hauptquelle zu ziehen, 
die zur Bestätigung der eben ausgesprochenen Behaup-^ 
tung, als eine kleine Probe dienen niügen. 

Was nämlich den weiteren Fortgang der gegen* 
wSrtigen Betrachtung betrifft, so soll nun zunächst noch 
auf einige besondere Umstände und Grenzfalle der er* 
wähnten Sätze aufmerksam gemacht werden; und so- 
dann sollen einige wesentliche Eigenschaften der Kegel- 
schnitte (so wie des Kegels), die zum Behufe spätere 
Untersudiungen über j^rojectivische Gebilde dienen, so 
wie. auch eipige Porismen aus denselben in kurzen An* 
dentungen entwickelt werden. Nachgehends soll zum 
eigentlichen Haupfgegenstande zurückgekehrt, und zwar 
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Baume 
beliebig liegen, untersucht werden. 

B e » 'O ödere Fslle. 

40, Bei den obigen Sätzen (§. 38, II, u. IV.) ist 
züTÖrderst noch anzugeben, welche verschiedene Ge- 
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stalten die enettgle* Figoien kaktn kOtuiJBii^ ^mttat zo 

erkennen» za wekher Klasae (§» 36.) der durch zwei 

projectiTisde Gebilde erzeugte Kegdschnifi geliönv 

und ob durch diea^ben zwei G^bUde, je naohdem sie 

sinders Hegen, ein KegekchniU anderer i Art. erzengf 

^erde? Für einige FftUa folgt die Antwort; anf dies* 

fragen unaiiudbar ant vorangegangenen: Sitzen, fOr din 

übrigen wird. sie später üolgen« Folgendes lllst sieb 

ntolkh in Beziehung auf diese Fragen nnmittalbar 

angeben. 

I. Da zwei projectiTisch Shnliche Gerade A, A*t 
einen unendlieh entfernten Ptojeetionsstrahl haben, un<l 
umgekehrt dieselben ähnlich sind, wenn ihrte unendlich 
entfernten Punkte sich entsprechen, oder wenn sie einen 
unendlich entfernten Projectionsstrahl haben (§• 13, L), 
und da von den Kegelschnitten nur die Parabel eine 
unendlich entfernte Tangente hat (§. 36, IL), so fblgt 
^Iso (§. 38, IV.): 

„Dafs zwei in einer Ebene schief liegende 
projectivisch ähnliche Gerade A, Ai eine Pa- 
rabel erzeugen." Und umgekehrt: 

• • • * • 

„Dafs jezweiTangenten einerParabel von 
allen übrigpn Tangenteju derselben projecti« 
Tisch ähnlich geschnitten werden.^' 

Der letztere Satz ist, joit andern Worten aasgek 
sprechen, aUgcyaijBift bekani^r« . Da bei zwei projedjvtsc^ 
ähnlichen Geraden ^eine ParallcUtrahlen atatt ündw 
(§. 13, L), so folgt ferner: ,iD.a(9 vOü den nieht 
unendlich entfernten Tangenten einer Para* 
bei keine zwei piaraUel tein können." (Die ua* 
endlich entfernte Tangente kann als mit jedfir anderen 
pasallel angesehen wiarden). 
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TmA beliebige pro)ectrriiche Geraden A, Ai, 
triebt ftbolich sind^ köünen also i^ie eine Parabel er^ 
zengeoy wobl aber können die nämlicben zwei Geraden 
sowohl Ellipsen als Hjperbeln erzeugen, je nacbdem 
die in' ilrem Dnrcbsehnilte vereinigten Punkte (b, ft) 
beschaffen sind» welcher Umstand spkter in Erwignng 
gezogen werden soll; Der Winkel , den die Geraden 
unter sidi bilden, hat demnach auf die Art des Kegel- 
schnitts keinen EinAnCs, sondern nur auf dessen be- 
sondere Gestalt, so z« B. giebt es ein System von 
Punkteopaaren , die so beschaffen sind, dafs wenn eins 
derselben im Durchschnitte der Geraden vereiniget ist, 
alsdann die letzteren unter einem bestimmten Winkel 
einen Kreis erzeugen. Werden insbesondere die Durch- 
schnitte r, <{i der Parallelstrahlen, d. h., die Punkte, 
.deren entsprechende ri, q unendlich entfernt sind, im 
Durchschnitte der Geraden vereiniget, so ist der Kegel- 
schnitt offenbar eine Hyperbel und die Geraden sind 
die Asymptoten derselben (§. SR III. u. §. 38, IV.); 
daher folgen unmittelbar die bekannten Eigenschaften 
der Hyperbel: „Dafs das Rechteck unter den Ab- 
schnitten ra, <)iai, oder t6, {{161, , welche ei- 
ne beliebigeTangente a,b, von den Asymp- 
toten (A, A() abschneidet, eine beständige 
Gröfse hat (§. 12.);* „dafs daher auch der In- 
halt des Dreiecks vaai, welches die Tangente 
ttit den Asymptoten einschliefs, constant ist,'' 
und andere Eigenschaften mehr, die später vollständig 
aufgezählt werdeti sollen. 

Da die Geraden A, Ai im gegenwärtigen Falle 
(wo sie nicht ähnlich sind) Parallehtrahlen r, q haben, 
ao folgt also: 

„Dafs sowohl bei d^r Ellipse als bei der 
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Hyperbel die Tangenten paarweise parallel 
sind"^ , 

Hierbd folgt auch unmittelliar der oben (§. 37.) 
in der Note erwähnte Satz von Brianchon, in Bezug 
anf die Durschoitte Tiqi der Parallelstrablen, wie leicht 
zu. aehen« 

Beobachtet man die Geraden A, A| während sie 
allmShlig aus der schiefen in die perspecÜTische Lage 
übergehen, so sieht man, dafs der Kegelschnitt zuletzt 
in diejenige Gerade (ee^) fibergeht, welche den entste- 
benden Projectionspunkt Bmit dem Durchschnitte (eeO 
der Geraden Tcrbindet^ und zwar geht die Ellipse in 
das durch die Punkte (e e^) , B begrenzte StQck , die 
Hyperbel in die beiden übrigen (nnendlichoi) StOcke^ 
und die Parabel, bei welcher der Projectionspunkt B 
sich ins Unendliche entfernt (§• 13, L)f in die eine 
Hälfte der durch den Ponkt (tti) getheäten Geraden 
(eci) über. 

IL So wie bei zwei projectivischein ebenen Strahl- 
büscheln B, Bi, die in einer Ebene concentrisch Ue« 
gen, rätweder zwei, oder nur ein^ oder gar kein 
Paar entsprechende Strahlen sich vereinigen (§. 16, II.X 
glddierinaCsen werden, wenn die Strahlbtischel beliebig 
liegen, entweder zwei, oder nnr ein, oder gar kein 
Paar entsprechende Strahlen parallel sein; denn läfst 
man, von jener Lage ausgehend, den einen Strahlbüschel 
sich so bewegen, dafs sich jeder Strahl sich selbst paraU 
lel bewegt, so hat man die letztere Lage, und die zuvor 
v^einigten ^tsprechenden Strahlenpaare werden so- 
dann parallel sein. Sind aber zwei entsprechende Strab« 



*) Diese Eigenschaft folgt such leicht ans der obigen Betrach« 
tongdfls Kegelt (§«^36»), Wie maa im svreiten Abschnitte sehen 
wird. 
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lea paraOd^ $o «eigl dies an, data der eneogte Kegel* 
schnitt dnen uneodlidi CDtf ernten Punkt habe, nach 
wekbem sie gerichtet sind, daher kOnnen dieselben 
zwei StrahlbOscheU m AUgemeineD» Kegelschnitte von 
allen drei .Arten crzeogai» )ß nachdem sie gegen eia« 
ander gerichtet sind (§. 36, o. §• 16, II.)» und zwar 
wie folgt: 

a)MZwei gleichliegende projcctiTische ebe- 
ne Strahlbftschel B, B^ können Ellipsen, Para- 
beln, oder Hyperbeln erzeugen, je nachdem 
sie gegen einander gerichtet sind, nimlich in* 
nerhalb eines bestiMniten Spielraums erzengen 
sie nur Ellipsen, an den beiden Grenzen des^ 
selben, also in zwei bestimmten Richtungen« 
wo die Strahlen g, gi, oder h, hi parallel sind 
(§• 16f II.)» erzeugen sie Parabeln» und jenseits 
dij^ser Grenzen erzeugen sie nur Hyperbeln.** 
Und 

b)»,Sind dieStrahlb&schel nngleichliegend» 
so erzeugen sie nur Hyperbeln.''. 

Da» im Falle die Strahlbfischd eine Hypeibel er* 
zeugen» die zwei Paar parallele entsprechende StraUea 
nothweHdiger Weise den Asymptoten paradlelsein müs* 
sen» weil sie mit diesen nach denselben unendlich ent- 
fernten Punkten gerichtet sind; und da die Hyperi>el 
gleichseitig heiCst» wenn die Asymptoten zu einan* 
der rechtwinklig sind» so folgt also: „Dafs die Strahl* 
büschel in beiden rorstehenden Fällen (a, b.) 
eine gleichseitige Hyperbel erzengen, wenn 
mian aie so gegen einander richtet, daff die 
Schenkel (s und Si, t und ti) der ent&prechen« 
den. rechten Winkel (§, 9, IL) parallel sind." 

Sind insbesondere die Strahlbtischel B, Bi. gleich» 

so 
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so erzeagen sie im Falle (a) einen Krei« (§. 37.), und 
im Falle (b) eine gleichseitige Hyperbel« 

Läfsl man die beliebigen StrablbQschel B, Bt all« 
mählig in perspectivische Lage fibergehen , nämlich da« 
durch dafs zwei parallele entsprechende Strahlen auf- 
einander fallen, welches also nar von der hjperboli« 
sehen nnd parabolischen Lage aus geschehen kann, so 
sieht man, daCs der Kegelschnitt zuletzt in zwei be- 
stimmte Gerade übergeht, wovon die eine der entste« 
hende perspectivische Durchschnitt A und die andere 
der gemeinscbaflliche (durch beide Mittelpunkte B, B, 
gehende) Strahl BBi ist. Bei der parabolischen Lage 
werden diese zwei Geraden parallel. 

L9fst man die Strahlbüschel B^Bi in concentrische 
Lage übergehen, so gebt die Hyperbel in zwei nnd 
die Parabel in eine Gerade über, nämlich in dieje* 
uigen Geraden, in welchen entsprechende Strahlen zu« 
samnienfalleo, dagegen zieht sich die Ellipse in den ge« 
meioschaftlichen Mittelpunkt (BBi) der Strahlbüschel 
zusammen. 

III. Beim Kegel im Allgemeinen finden keine so 
wesentlich verschiedene Klassen statt, wie bei seinen 
Schnitten (§. 36,), wohl aber bei einem besondern 
Falle desselben« er kann nSmlich, wie folgt, in Grenz« 
fälle übergehen und besondere Gestalt erhalten. 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln 91, 9li, 
oder ebenen Strablbüscheln B, Bi erzeugte Kegel 
(§. 38, IL) ändert nothwendiger Weise seine Gestalt 
je nachdem die Gebilde so oder anders gegen einan« 
der gerichtet sind, er kann runder oder platter werden, 
und wenn insbesondere die Gebilde in perspectivische 
Lage kommen, so geht der Kegel in folgende Grenz« 
fälle Ober: bei den Eb^^büschcln 9, Sit in zwei 
Ebenen, wovon die eine der perspectivische Durch« 

10 
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scbnitt B (§. 31.) derselben and die andere die durch 
beide Axen 9i, 9% gebende Ebene (tii) ist (in welcher 
letzteren zwei entsprechende Ebenen e, €i vereiniget 
sind), und bei den Strahlbuscheln B, Bi in diejenige 
Ebene, welche durch die Projectionsaze A dersel- 
ben nnd durch die Dnrchschnittslinie (eci) der Ebenen 
B, Bi geht 

Läfst man die nSmlichen zwei Ebenenbüschel % % 
ihre Lage alliuShIig so Snderen, bis ihre Axen 9f, 3^ 
parallel sind, so mfissen nothwendiger Weise alle 
Strahlen des Kegels mit denselben parallel werden, so, 
daCs sich sein Mittelpunkt D ins Unendliche entfernt 
In diesem besonderen Falle heifst die erzeugte Figur 
nicht mehr Kegel, sondern „Cylinde^," und zwar 
Cylinder zweiten Grades. Bei dieser besonderen 
Lage der Ebenenbüschel 91, Sf^ können, ebenso wie 
bei zwei projectivischen ebenen Strahlbfischeln B, B^ 
in einer Ebene (IL), entweder zwei, oder nar ein, 
oder gar kein Paar entsprechende Ebenen parallel 
sein (§. 31, IlL), und daher kann die Cylinderfläche 
entweder zwei, oder nur einen, oder gar keinen 
unendlich entfernten Strahl haben, wodurch sich drei 
Klassen von Cjlindern von einander unterscheiden, die 
nach der Reihe hyperbolische, parabolische und 
elliptische Cylinder heifsen. Die Bedingungen, un- 
ter welchen die Ebenenbüschel den einen oder den 
anderen dieser drei Cylinder erzengen, sind den obi- 
gen, unter welchen die ebenen Strahlböschel B, ß» den 
einen oder anderen der drei Kegelschnitte erzeugen 
(IL), g^nz ähnlich. Dies gilt auch von dem besonde- 
ren Falle, wenn die Ebenenbüschel 31, Sl^ gleich sind, 
in welchem Falle sie nämlich entweder den sogenann- 
ten geraden, oder den gleichseitig hyperbolischen 
Cylinder erzeugen. 
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Wird der C jlinder von irgend einer Ebene E ge- 
schnitten, so werden die ihn erzeugenden EbenenbO- 
schel St, Sil in xwei ebenen Strahlbüscheln B, Bi ge- 
schnitten, die sich nothwendiger Weise in Hinsicht 
paralleler entsprechender Strahlen in gleichem Falle be^ 
finden, als die Ebenenbüschel 91, 9li in Hinsicht paral- 
Ider entsprechender Ebenen (weil parallele Ebenen von 
jeder anderen Ebene in parallelen Geraden geschnitten 
-werden), daher kann die Ebene E den ersten Cjlinder 
nur in einer Hyperbel, den zweiten nur in einer 
Parabel, und den dritten nur in einerEUipse schnei* 
den (IL). Wird die schneidende Ebene E den Strah- 
len der Cylinderfläche, oder den Axen Sl, % parallel, 
so geht der Schnitt in zwei solche Strahlen fiber, da- 
her folgt: „dafs zwei parallele Gerade als 
Grenzfall sowohl von der Hyperbel, als der 
Parabel, oder als der Ellipse anzusehen sind." 

Andererseits kann der Cjlinder nur durch solche 
besondere ebene Strahlbfischel B, Bi erzeugt werden, 
die aus paralklen Strahlen bestehen. Es findet bei 
ihnen Aehnliches statt, wie oben bei den Geraden A^ 

Der von zwei projectivischen EbenenbQscheln 9(, 
9(i9. oder von zwei projectivischen ebenen Strahlbfi- 
schein B, Bi (deren Strahlen parallel sind) erzeugte 
Cylinder geht, wenn die Gebilde in perspectivische 
Lage gelangen, im ersten Falle in zwei und im an- 
deren Falle in eine Ebene über, auf dieselbe Weise 
wie oben der Kegel. 

Einige Eigenschaften der Kegelschnitte. 



A ' 41. .Wie bereits oben erwähnt (§.39.), sollen nun 

' einige bemerkenswerthe Sätze über die Kegelschnitte 
i 10* 
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ans den obigen FundamenbilsXtxen (§• 9B/U( IV») in ge- 
ditingtti' Ktfffze entwickelt werden. 

L Da die projeolvrische Beziehong rweier Gera- 
laden A, Ai bestimmt ist, sobald irgend drei .Paar «i^- 
aprecbende Ponkte oder irgend drei Proyectsoosslrahlen 
äy b, e gegeben sind, und da eben so die proj^cÜTi- 
ncbe Beziehong zweier Strahlbfischel B, Bi durch drd 
«Hfsppechende Strahlenpaare a und at, b undbi, c ood 
€u oder dur^ deren ]>nrchschmtte A, 6, C, l>estinnit 
ist (§. 10, ß^f ao folgen unmittelbar nadistehende S&tze 
(§. J8, IV.): 

^Darch irgenA fanf Tan* „Darch irgend fAnfPonk- 
geatea (A, A, , a, b, €) ist le (B, B^, ft, I, t) ia einer 
clu Kegelschnitt heslijnint, Ebene ist «in Kegelschnitt 
d.h., fftnf beliebige jGerade bestimmt, d. L., f^af belie- 
in einerEbene können alle- bige Punkte in einerEbene 
mal Ten einem, .aber nnr liegen allemal in einem, 
von einem' einzigen Kegel> aber nnr in einem' eiiuigen 
schnitt berfihrt werden/* Kegelschnitt" 

Diese SUm finden immer stM, die gegebenen fünf 
Elemente mtfgen welche gegenseitige Lage haben als 
jnan wtU, wenn nflmlioh auch die GrenzfSUe, in wel- 
che der Kegelschnitt fibergeheo kann (§. 40, 1, U.), ge- 
stattet werden; nur in dem einaigen Falle, wo Ton den 
fiinE gegebenen Geraden sich vier in einem Punkte 
schneiden, oder ^on den fünf gegebenen Punkten vier 
in dneriilfera^en liegen, ist der Kegelschnitt nicht voll- 
kommen bestimmt. Wie bei jedem vorgelegten Falle 
die Gestalt oder Art des Kegelschnitts leicht zu erfor- 
schen ist; wird später gezeigt. 

IL Aus (§. 24, III.) sieht man, wie, wenn irgend fünf 
Tangenten oder irgend fünf Punkte eines Kegelschnitts 
gegeben sind, alsdann beliebige andere Tangenten oder 
beliebige andere Punkte desselben, mittelst des Lineals 
allein, zn finden sind. 
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HL Nach (§. la) folgt: 

].^0«ft dttreh irgenl ei*' 1. ^l^afe irgead. eine Ge^ 
neu Paukt ia der Ebeae eK rede i|i der'EbeiLe eiaet 
nesKegeUchnitts imAlIge* K^gel^clmitts den letite* 
meinen n nd hSchstens nnr reii im Allgemeinen nnd 
zwei Tjm^enten-de« leiz- höehste^e nur in iweiPuik- 
teren gehen* Nlmliph eß ger. ten eehneideL NSmlleh die 
ben zwei, oder pur eine f^enannte Gerade Icann den 
oder gar keine Tangente Kegelechi^itt entweder in 
durch dengenanntenPankt, zwei Pnnktea schneiden, 
je nachdem deraelbe ans* oder nur in einem Pinkt 
• erhalb, oder in, oder in- treffen» dt h,> ihn. her Ahrefi| 
lierhalb dem Kegelschnitte oder ihm gar nicht' begeg- 
liegt.'' ncn.*' 

Diese Eigenschaft der Kegelschnille bewirkt, dafe 
dieselben „Linien der zweiten Klasse*'^) und „Li* 
nien der zweiten Ordnung^' genannt werden. Die- 
selben Eigenschaften lassen sich ^ucb, mittelst des Ke- 
gels (§• 36.)» vom Kreise herleiten« 

Es folgt femer (§. 18.) t 

2. „Dafs nnd wie man, 2« „Dafs und wie mant 
wenn ffinf f^ng enteil eines wenn ffinf Punkte einesKe- 
Kegelschnitts gegeben sind, g^lsehnitts gegnb.en sind, 
ohne dafs er selbst gßzeich? ohne dafs er selbst gezeicb- 
net Torliegt, die durch irr net vorliegt, die in irgend 
gend einen Pnnkt gehei|dea einer Crei^^den liegendea 
Tangenten desselben blofs Punkte desselben, blofa 
durch Hülfe des Lineals durch Hfllf^ des Lineals 
ziehen kdnne,sobald in derr finden könne, spbsld in der- 
selben Ebene irgend ein selbe^a Ebene ilrgend ein 
Kreis (i^der sonstigerKegelr Krei# (oder sionstiger Ke- 
schnitt) gegeben ist," gelschnitt, gegeben ist" 

42. L Da durch fttnC Elemente ein Kegelschnitt 
bestimmt ist (§. 41, I*), so mfiseen zwischen sechs Ele- 



*) Gergonne nennt eine Curve, an welche Ton irgend ei- 
nem Punkte aus, höchstens n Tangenten gehen« eine Gurre der 
n ten Classew - 
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menten desselben nothwendiger Weise bestiminte Be- 
uehmigeii statt finden; diese Beziebnngen sind zum 
Theil in (§• 24, 1.) enthalten und lassen sich hier wie 
folgt fibertragen (§. 38, lY.): 

1. „B^i jedem einem Ke- 1. ^Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte vmschriehenen gelschnitte eingeschriehe- 
Sechseck (d.h., dessenSei- nen Sechsech (d. fa., dessen 
ten Tangenten des Kegel- Ecken im Kegelschnitte 
Schnitts sind) treffen die liegen) liegen die drei 
drei Hanptdiagonalen, wel- Dnrchschnittspnnkte der 
che nimllch die gegenftber einander gegenüber ste- 
«tehenden Ecken yerbin- henden Seitenpaare, alle- 
den, in irgend einem Punk- mal in irgend einer Gera- 
te sassmmen." den." 

Und umgekehrt: 

SL^Treffendie dreiHanpt- % ,JLiegen die drelDnrch- 

diagonalen eines Sechs- schnitte der gegenüber ste- 

ecks in irgend einemPnnk- henden Seitenpaare eines 

te zusammen, so werden Sechsecks in irgend einer 

seine Seiten von irgend ei- Geraden, so liegen seine 

nem bestimmten Kegel- Ecken in irgend einem Ke* 

schnitte berfihrC* gelschnitte.*' 

Den Satz rechts (1.) hat Pascal*) nnd den Unks 
Brianchon **) zuerst bekannt gemacht. Pascal 
nannte das betreffende Sechseck „Hesagrammum my- 
Mcumr In einer Abhandlung, die verloren gegangen 
ist, soll er eine vollständige Behandlung der Ke- 
gelschnitte auf seinen Satz gegründet haben. Später 
wurde der Pascalsche Satz vomehinlich von Mac« 
Laurin, Robert Simson und C'arnot bewiesen, 
und auch Schwab theilt denselben, im Anhange zu 
Euklides Data, insbesondere vom Kreise mit. Seit 
Brianchon seinen Satz entdeckt hat, erkannte man 



*) In seinem. SStüol iur le$ Coniquu* 
**^ Im XIII. Heft des Jotwwd dß VEeoU Poliftechtiqw. 



42« Einige E^enscbafteo der Kegelschnitte« 151 

besonders die 'Wiehtigkeit der beiden SStze fOr die 
Betrachtang der Kegelschnitte , and deshalb wurden sie 
in neuerer Zeit so häufig und Terscbiedenartig bewiesen, 
•wie nur selten geometrischen Sätzen gleiche Aufinerk* 
samkeit zu Theil ward. Namentlich haben sich damit 
die französischen Mathematiker Gergonne, Poncelet, 
Chales, Sturm, Bobillier u. a. m., der belgische 
Dandelin, und die deutschen Mo ebius und Plflcker 
beschäftiget. Die gegenwärtige Ableitung der Sätze 
beleuchtet sie von einer neuen Seite, sie zeigt, daCs 
dieselben nicht die eigentliche Grundlage für die Unter- 
suchung der Kegelschnitte sipd, sondern dafs sie viel« 
mehr, mit vielen andern Eigenschaften zugleich, aus einer 
umfassenderen Quelle, nämlich aus der Beziehung pro« 
jectivischer Gebilde, sehr leicht und klar hervorgehen* 
Eine wesentliche Vervollständigung der beiden Sätze 
babe ich zuerst bekannt gemacht, im XVIIL Bd der 
jinnalea de MqthSmßtiquea; dieselbe soll auch hier wei- 
ter unten (im An)iange) wiederum zum Beweise vorge* 
legt werden. 

Die früheren Sätze (§. 23, IIL) sind als GrenzfäUe 
der vorsteheudea mzusehen, wie man leicht bemerken 
TOrd (§. 40.). 

Die oben stehenden Sät^e (1,%) ki^nnen auch auf 
eine andere Art aufgefafst und ausgesprochen werden, 
und zwar so, dafs statt des jedesmaligen Sechsecks, 
zwei Dreiecke betrachtet werden, welche durch die« 
selben sechs Elemente bestimmt sind, näQilipIi statt des 
umschriebenen Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, wo- 
von das eine die erste, dritte und fünfte, und das an- 
dere die zweite, vierte und sechste Ecke des Sechs- 
ecks zu Ecken hat, und statt des eingeschriebenen 
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, von- denen das 
eine die erste , dritte und fünfte, und das andere die 
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zweite» vierte luid sechste Seite desselben za Seiten 
hat. io dieser Hiüsicbt lautto die Sätze ^ie folgt: 

3. „Treffen ilie drei Ge- 3. „Liegen die drei Pnnk- 
raden, welche die Eckern te^ In welchen die Seiten 
sweier in einer Ebene lie- sweier in einer Ebene lie- 
gendenDreiecke, in irgend gendenDreiecke, in irgend 
einer Ordnung paarweise einer Ordnung paarweise 
genommen, Terbfnden^ in genommen, ilfch schneiden, 
irgend einem Punkte zu-. Sn irgend einerGeraden, so 
sammen, so werden die liegen die übrigen sechs 
fibrigen sechs Geraden, Punkte, in welchen dieSei- 
welche dieEcken des einen ien de^ einen Dreiecks die 
Dreiecks mit denen des an- des anderen schneiden, al- 
deren verbinden, allemal lemal in irgend einem Ke^ 
Ton irgend einem Kegel- gelschnitte." JJni auch um- 
schnitte berfthrt" Und auch gekehrt 
umgekehrt 

II. Vermdge der ScMufsb^merktibgeii in den Sätzen 
(§. 38, iVO folgt, dafs, wie bei der obigen Aufgabe 
(§. 24, III, b, ß.) bei zwei schiefliegenden projectivi- 
sehen Gebilden (A, Aj, oder B, tej) die den vereinig- 
ten Elementen (b, ei, oder d, ej entsprechenden llle-^ 
mente (b^, t, oder di, e) gefunden worden, durch das- 
selbe Verfahren auch: 

„Wenn f^nf beliebige „Wenn fi^nf bei i«b ig <^ 
Tangenten eines Kegel- Punkte e|nesEegelschnitts 
Schnitts gegeben si^d, die gegeben sind, die Tangen- 
Berührnngspnnkte dersel- ten in denselben nur m'il 
ben nur mit Hfilfe des Li- Hölfe des Lineals gefun- 
neals gefunden werden den werd^^n können," 
können.^' 

Es sind darin zugleich die nachstehenden bekanu^ 
ten Sätze enthalten ; 

^Bei jedem einem Kegel- ««Bei iedem einem Kegel- 

ficbnitte umschriebenen schnitte eingellchriebepen 

Fünfecke treffen die Dia- Fünfecke liegen die Durch- 

gonalen, w e 1 c h e Irgend schnittspupkte irgendzwei- ^ 

sweiEekenpaare rerbinden ot Seitenpaare und der 
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Qjid die Gerade^ weltihe Durekachaittapankt, wal- 
die]edeamali§ej fftnfteEcke ckan die jedesmalige ffinfie 
mit dem Berükrnngspankte Seite mit der Tangente in 
der gegenüber stehenden der gegenüber sfehenden 
Seite Terbindet, einander Ecke bildet, allemal in iH 
in irgend eiaem Pankte*'' gend einer Geraden.^* 

HL Die Sfitse in (§. 24, IL) lassen sich hier, mit 
anderea Worten, wie folgt, wiederholen (§. 38, IV.): 

L nBei allen einem tCe« 1. „Bei allen einem Kegel- 
gelschnitte nitaJcbriebenen schnitte eingeschriebeaett 
Vierecken^ bfei»Trelehen aift Vierecken, bei welchen 
Paar gegenüber stehende das eine Paar gegenüber 
Seiten in irgend zwei fe- stehende Ecken in irgend 
iten Tangenten desselben awei festen Punkten des- 
ich befinden, .liegt der selben sich befinden, geht 
Onrchschnittspiinki der die Gerade, welche die 
Geraden, welche dpreh die Durchschnittspnnkte der 
gegenüber stehendenKcken gegenüber stehenden Sei- 
gehen (Diagonalen^, in ei* ten yerbindet, durch einen 
ner und derselben be^ und denselben bestimmten 
stimmten Geraden, die Punkt, der nSmlich in den 
nSmlich durch die Beruh- lu jenen festen Punkten ge- 
^ rungspunkte jener swei fe- hörigen Tangenten liegt 
sten Tangenten gehe* (ihr Dnrchschnittspunkt 

istV^ 

Diese allgeiiieiti bekannten Sätze trerdeü kürzer^ 
wie folgt, ausgesprochen: 

2. „Bei jedem einem Ke- 2. „Bei jedem einein Ke- 
gelschnitte umschriebenen gelschnitte eingeschriebe- 
Vierecke gehen die beiden nen Vierecke liegen die 
Diagonalen und dieGerade-i Durchschnittspunkte der 
welche die Berührungs- gegenüber stehenden Sei- 
punkte zweier gegenüber ten und der Durchschnitt 
stehender Seiten yerbin- der Tangenten in zwei ge- 
det, durch einen und den- genüber stehenden Eeken, 
selben Punkt^ in einer Geraden/ 

Oder für das Tollständige Vierseit, welches durch 
irgend vier Tangenten eines Kegelschnitts gebild^ wird, 
und fQr das vollständige Viereck, welches durch ir- 
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gend Tier Punkte eines KegelscbnitU bestimmt wird, 
da jedes drei einfache Vierecke (odet Yierseite) ent- 
hält (§. 19.), folgen daraus unmittelbar nachstehende 
Eigenschaften: 

3. „Werden irgend vier Tangenten eines 
Kegelschnitts als ein vollständiges Yierseit 
und ihre vier Berührungspunkte als ein ¥011- 
ständiges Viereck angesehen, sind etwa A, Ai, 
As, A, (Fig. 39.) die vier Tangenten und a,ai, a,, 
da die vier Berührungspunkte, so findet zwi- 
schen denselben folgende Beziehung statt: 

Pie drei Diagonalen (g, Die drei Darchschnitte 
Cf, be des Yollständigen )ß, 9, { der gegenüber ste- 
Yierseits fallen mit den henden Seiten' des voll- 
drei Geraden p^,PUVl, wel- stSndigen Vierecks fallen 
che die Darchschnitte )r,9,| mit den drei Dnrchschnit- 
der gegenüber stehenden ten )r, 9, { der Diagonalen 
Seiten des TollstSndigen des vollstandigenYierseits 
Vierecks verbinden , zu- zusammen.*' 
sammen/* 

Zufolge dieses Satzes kann man also, wie man 
sieht, sehr leicht mittelst des Lineals: 

4. ,,Wenn irgend vier 4. ^ Wenn irgend ricr 

Tangenten A, A^ , Aj, A, ei- Punkte (itüi ittgiAa eines Ke- 

nes Kegelschnitts und der gelschnitts und dieTangen- 

Berührungspunkt einer der- te in einem derselben, etwa 

selben^ etwa d, gegeben A, gegeben sind, die Tan* 

sind, die Berührungspunk- gentenAj, Ag, Ajin den drei 

te Ai, ^29 ^3 der drei übri- übrigen Punkten finden.!* 

genTangentenfinden.*' Denn Denn durch die yier Punkte sind 

durch die vier Tangenten sind die Geraden )r 9 » ji;|, V) bestimmt, 

die Punkte p 9 V , l gegeben, durch diese und durch A sind 

durch diese und durch ft werden die Punkte b, <, h gegeben, wel- 

die Strahlen d, c, b bestimmt, che in den gesuchten Tangenten 

welche durch die gesuchten Punkte A3, Ag, Aj liegen. 
«3» ««» «1 gehen. 

IV. Die Sätze in (II. und III.), nebst vielen ande- 
ren Sätzen, kann man, wie es einige französische Mathe« 
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matiker gethan haben» dadurch aas den Sätzen in (I.) ab- 
leiten, dafs man von den jedesmaligen sechs Elementen 
des Kegelschnitts allmählig ein oder zwei Paar, u. s. w^ 
sich vereinigen läfst. Auf diese Weise folgen z. B., wenn 
man in (I, 3.) die beiden Dreiecke (sowohl links als 
rechts) sich alin)<1hlig so veränderen läfst, dab die Sei- 
ten des einen zuletzt den Kegelschnitt berühren, wo- 
bei dann nothwendiger Weise die Ecken des anderen 
in die Berührungspunkte der Seiten des ersteren zu lie- 
gen kommen, unmittelbar nachstehende bekannte Sätze: 

1. „B^i iedem einem Ke- 1. „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte nmscliriebenen gelschnitte eingeschriebe- 
Dreieck treffen die drei nen Dreiecke liegen 'die 
Geraden, welche die Ecken drei Punkte, in welchen 
mit den Ber&hrnngspunk- die Seiten Ton denTangen* 
ten der gegenüber stehen- ten in den gegenüber ste- 
den Seiten verbinden, in henden Ecken geschnitten 
irgend einem Punkte zu^ werden, in irgend einer 
sammen.*' Geraden.** 

Und umgekehrt: 

2. „Zieht man ans den 2. „Sehneidet man die 
Ecken eines Dreiecks Seiten eines Dreiecks 
durch irgend einen Punkt durch irgend eine Gerade, 
drei Gerade, so begegnen so sind die drei Geraden, 
diese den gegenüber ste- welche die Durchschnitte 
henden Seiten in drei sol- mit den gegenüber stehen- 
chen Punkten, in welchen den Ecken yerbinden, Tan- 
sie von irgend einem be- genten irgend eines be- 
stimmtenKegelschnitte be- stimmten, dem Dreiecke 
rührt werden.** umschriebenen Kegel- 
schnitts." 

Man sieht, wie man vermöge dieser Sätze sehr 
leicht: 

3. „Wenn irgend drlei 3. „Wenn irgend drei 
Tangenten eines Kegel- Punkte eines Kegelschnitts 
Schnitts und die Beruh- und die Tangenten in zwei- 
rungspunkte zweier dersel- en derselben gegeben sind, 
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hen g'egebem sivd, des Bc^ die Taageiit« In drittes 
rfihrnngspiinkt der dritten finden k«pn,** 
finden kann." 

Die TorsteheDden Sätze sind yieler Folgerungen 
fähig, die aber gegenwärtig nicht aasgefiibrt werden 
dürfen; später soll ein Tbeii davon entwickelt werden. 
Eine grolüse Reihe von Sätzen , mit denen sie in Be- 
ziehung stehen, habe ich im ersten und zweiten Hefte 
des XIX. Bandes der jtnnaleM de MatUmatiques )>e- 
kannt gemacht 

43. I. Andere Beziehungen zwischen sechs gleich- 
namigen Elementen eines Kegelschnitts (§. 42, 1.) grün- 
den sich auf die Gleichheit der Doppelverhältnisse bei 
projectivisohen GebildeUi und lauten wie folgt (§» 10, a. 
und §. 38, III.) : 

!• „Bei irgend sechs T^n» 1. ^fiti irgend.sechsPnnk* 
genten eines Kegelschnitts tea einesKegelschnitts be? 
werden je zwei yon den stimmen je iwei mit den 
jedesmaligen yier übrigen vier übrigen solche Strah-!- 
so geschnitten, dafs die lent dafs die Doppelvep- 
Doppelyerh&ltnisse ans kSltnisfe dev Siaasse der 
den Abschnitten gleich dazwischen liegenden Wia<r 
s i n d.» Oder k el gl e ic h fei n V* Oder 

„Irgend vier feste Taa- „Irgend vier feste Pnqk- 

genten eines Kegelschnitts te eines Kegelschnitts bei> 

schneiden alle Übrigen stimmen mit jedem andern 

Tangenten desselben nach Punkte desselben V4er 

einem und demselben Dop- Strablen denen ein und 

pelverhSltnifse.'* dasselbeDoppelverhältnifs 

zukommt" 

Und umgekehrt: 

2. „Alle m5glichen Gera- 2. „Alle möglichen Pnnk- 
den, welche von irgend te, welche mit irgend vier 
vier festen Geraden nach festen Punkten Vier solche 
einem und demseibenDop- Strahlen bestinkmeti, d e- 
pelverhältnifs geschnitten nen ein gegebenes Doppel- 
werden, sind, sammt den verhUltnifs zukommt, iie- 
vier festen Geraden, Tan- gen in irgend einem, durch 
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genUa Irgeäd einet b e- die vier feelea Psakle ge- 
stioiniteii KegebclmitW lieuden KegeUchnitU'* ~ 

Die. Sätze linke eind, unter anderer Form abge- 
faßt, bekannt 

Die vielen Folgerungen, die eicli aus den yorste- 
benden Sätzen ziehen lassen» mQssen hier übergangen 
werden; nur der nachstehende besondere Fall soll ge- 
genwärtig in Betracht gezogen werden. , 

IL W«an bei d^n varigen Sätzen die erwähnten 
DoppeljFerbälinisse den besonderen Wertb «■ 1 haben» 
so d^fs also die jedesmaligen « betreffenden tier £1^ 
mente harmonisch sind ^ 1% U.), so laiiten die Sätze 
insbesondere' wie folgL 

1. y^Sehneiden rier Tan* 1. „B^Btinmen vier Pnnk- 
geaten eiaes^Kegelschiiitts te eiacs KegeUclmitts mit 
irgend eine ffinfte harmo- irgend einem ffinften har* 
nisch, so achneiden aie monische Strahlen, ao thnn 
auch jede andere Tangente sie mit jedem anderenFnnk- 
desselhea ehesse.^ te desaelbea ein Gleiches«** 

Und umgekehrt: 

% ,^411e Geraden, welche 2. „Alle Pankte, welche 
Ton irgend yier festen Ge* mit irgend vier festenPank- 
raden harmonisch geschult^ ten Tier harmonischeStrah- 
ten werden, berühren ei- len bestimmen, liegen in 
nen bestimmt en Kegel- einem bestimmten Kegel- 
schnitt, welcheir auch von schnitt, der durch jene fe- 
jenen festen Geraden he- sten Punkte geht" 
rfihrt wird/* 

Die Tier festen Tangenten sollen in Bezug auf den 
betreffenden Kegelsichnitt y,vier liarmoniscbe Tan- 
genten," und umgekehrt soll der Kegelschnitt in Be- 
zug 'auf das durch jene gebildete Yierseit „der ein- 
geschriebene harmonische Kegelschnitt'' ge- 
nannt werden» Eben so aollen andererseits die vier 
festen Punkte in Bezug auf den zugehörigen Keget 
schnitt i^Tier harmonische Punkte/' und umge- 
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kehrt der Kegelschnitt in Bezug aaf das durch die 
Punkte bestimmte Viereck », der umschrie*bene bar- 
monisehe Kegelschnitt'* heifsen. Um diese Ei- 
genschaften vollständig aufzuklären, müssen hier noch 
folgende Betrachtungen hinzugefügt werden. 

Sind A, A|y A^, At (Fig. 40.) irgend vier harmo- 
nische Tangenten eines Kegelschnitts und ist A4 ein« 
beliebige fünfte Tangente desselben, so sind also die 
Tier Punkte ^, t, f, I, in welchen sie von jenen ge- 
schnitten wird, harmonisch. Nun sind z. B. A und A4 
in Ansehung der Punkte, in welchen sie von den übri- 
gen Tangenten geschnitten- werden, projectivisch, und 
zwar entspricht dem Punkte ff in A4 der Berührungs- 
punkt a in A (§.38, III.), so dafs also den vier Punk- 
ten ^, t, f, I in A4 die vier Punkte 0, 6, c, b in A ent- 
sprechen; folglich sind auch die vier letzteren Punkte 
harmonisch. Gleiches folgt für die drei übrigen Tan- 
genten Ai, As, As* Wenn aber sowohl c, 6, 0, b als 
C, e, da, harmonisch sind, so müssen die drei Gera- 
den btf aOa» bg einander in einem und demselbea 
Punkte f treffen (§. 12, und §. 14.). Aus gleichen 
Gründen liegen die Berührungspunkte üi, Os der sich 
zugeordneten harmonischen Tangenten Ai, A« mit dem 
Durchschnitte c der beiden übrigen A, A2 in einer Ge- 
raden CdiOa. 

Sind andererseits B, Bi, B^, B, (Fig. 41.) irgend 
vier harmonische Punkte in einem Kegelschnitte, und 
ist B4 ein beliebiger fünfter P4inkt desselben, so sind 
also die Vier Strahlen h, i, k, 1 harmonisch, und da die 
Strahlbüschel B4 und B in Ansehung der Strahlen h, i, 
k, 1 und a, b, c, d, wo nSmlich a die Tangente im 
Mittelpunkte B ist, projecitivisch sind (§. 38, III.), so 
sind folglich auch, die vier Strahlen a^ b, c, d harmo- 
nisch. Gleiches findet für die drei übrigen Punkte 
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Bi, B], B« statt. Wenn aber sowohl c, b, a, d als 
c, e, a^) g harmonisch sind, so müssen die drei Punkte 
Bi y C , Bs in einer Geraden liegen (§. 12, and 14.). 
Aas ähnlichen Gründen müssen die Tangenten a^, as 
in den zwei sich zugeordneten harmonischen Punkten 
Bi, Bs mit der durch die zwei übrigen (zugeordneten) 
Punkte B, Bs bestimmten Geraden c in einem Punkte 
f zusammentreffen. 

Aus dieser Betrachtung fliefst Folgendes: 

gjj, 3. „Irgend Tier harmoni- 3. «^Irgend Tier harmoni- 
sche Tangenten eines Ke- sehe Punkte eines Kegel- 
gelschnitts haben solche Schnitts haben solche Be- 
et Beziehnng zn einander, ziehnng zn einander, dafs 
dafs a) der Beriihrangs- «) die Tangente in jedem 
pnnkt einer jeden zn den zn den drei Strahlen, wel- 
drei Punkten, in welchen che er mit den drei fibrigen 
^ sie Ton den drei flbrigen bestimmt, der yierte har- 
geschnitten wird, der Tier- monische Strahl ist, nnd 
te harmonische Punkt ist, zwar demjenigen zugeord- 
und zwar demjenigen znge- net, welcher durch den, 
ordnet, in welchem die je- dem jedesmaligen Punkte 
desmaltge Tangente Ton zugeordneten Punkt geht; 
der ihr zugeordneten ge- und dafs ß) die Tangenten 
schnitten wird; und dafs in je zweien zugeordneten 
V) di-e Berührungspunkte je Punkten und die Gerade, 
ci zweier zugeordneten Tan- welche die zwei tlbrigeik 
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genten und der Durch- Punkte Terbindet,dnrch ein- 
schnitt der zwei übrigeta neu Punkt gehen.*' Und umge- 
Tangenten in einerGeraden kehrt:;') „Erfüllen yier Punk- 
liegen." (Jnd umgekehrt: y) te eines Kegelschnitts eine 
„Erfüllen yier Tangenten der zwei Bedingungen («}, 
eines Kegelschnitts eine (/9),sosxn dsi» harmonisch«** 
der zwei Bedingungen («), Daher folgt weiter (j links): d) 
(/9), so sind sie bifrmonisch.** ,',dafs Tier Tangentenelnes 
Daher folgt weiter (/ rechts): <)) Kegels eh nitts, die ihn in 
„dafs Tier harmonische Tier harmonischenPunkten 
Tangenten eines Kegel- berühren, ebenfalls harmo- 
schnitts diesen in t i er nisch sind.'* 
karmonisehen Punkten be- 
rfthren.** 
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Hfttekt dißter Eigenscbftftcn lassen sidi nadiste- 
baide Aufgaben telir leicht lösen. 

4. ^ie eiae« gegebeite« 4. »«Die eineai gegebemcn 
Yierseit eingeschrifb#««a Viereck nrnschriebenen 
drei harmoDischen Kegel- drei barmoniscbeB Kegel* 
scbnilte so nDdeii,d.b^ die ecbnitte in finden, d.b., die 
Punkte eniogebea, in wel- Tengenten antfugeben, yob 
eben «ie die g^geb^aeaGe- welcben sie in den gegebe- 
raden berühren.^ nen Punkten berulirt wer- 
den." 

Da nSinlich die Seiten des gegebenen Yierseits, et- 
wa A, Ai, A,, A, (Fig. 42.), auf drei Yerschiedene Ar- 
ten einander zugeordnet werden können (§. 4.), nämlicb 
entweder a) A und Ai» As and Ag, oder b) A und 
Atf Ai und As, oder c) A und A,, Ai und A,^ so 
giebt es auch drei eingescbriebene harmonische Kegel- 
schnitte, deren Berührungspunkte unmittelbar wie folgt 
gefunden werden. Sind f, Q, ) die Durchschnitte der 
drei Diagonalen des Vierseits, so mQssen, im Falle (a), 
die Berührungspunkte i, i^ einerseits mit d (3,/?.), und 
andereiseits mit l (§. 42, IIL) in einer Geraden liegen, 
folglich müssen sie in der Geraden g ) liegen. Ebenso 
sind die zwei übrigen Berührungspunkte i^, t« durch 
flie Gerade b) gegeben. Aus gleichen Gründen sind 
iin Falle (b) die beiden Paar Berührungspunkte a und 
a^, Ol und Os mittelst der Geraden fp, C9 gegeben; 
und ebenso werden im Falle (c) die gesuchten zwei 
Paar Berührungspunkte ^und ^3, ^^und ^^ blofs durch 
Ziehen der Geraden ej, b} gefunden. <— Andererseits, 
d. h,, bei der Aufgabe rechts, werden die gesuchten 
Tangenten durch ein entsprechendes Verfahreili gefun- 
den, was Jeder leicht wird ausführen können. 

5. ^Za irgend drei gegeben & 4,Za irgend drei gegebe- 
nen Tangenten einesKegel- nen PttnkteQ eines Kegel- 
•cbnitts die vierte barmo- shnitts den vierten bariUQ- 
nische za finden. niscben zu finden." 

Es 
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Es darf kaum erinnert werden, dafs die Auflösung 
dieser Aufgaben unmittelbar aus (3, ß) folgt. Jeder 
Aufgabe kommen, vermöge der Terschi^denen Zuord- 
nungen, drei Auflösungen zu. 

So wie zu zwei festen Punkten ^, f in einer Ge- 
raden A4 (Flg. 40.) unzählige Paare von zugeordneten 
harmonischen Punkten t, I möglich sind (§. 8, III.), 
ebenso sind also auch zu irgend zwei festen Tangen- 
ten A, As eines Kegelschnitts unzählige Paare von zu« 
geordneten harmonischen Tangenten Ai, A^ möglich, 
und es mufs, zufolge (3, /9), der Durchschnitt f eines 
jeden der letzleren Paare in der Geraden aOs liegen, 
welche durch die Berührungspunkte jenes festen Tan- 
gentenpaars geht, und die verschiedenen Paare Berüh- 
rungspunkte derselben müssen in Geraden ^lOs, lie- 
gen, welche sämmllich durch den Durchschnitt c der 
festen Tangenten gehen. Andererseits folgt Entspre- 
chendes. Daher folgen weiter nachstehende Sätze: 

6. „In Bezng auf irgend 6. „In Bezog anf irgend 
zwei Tangenten AfAg eines zwei Punkte B, B^ einet 
Kegelschnitts giebt es un- Kegelschnitts giebt es un- 
zählige zugeordnete harmo* zählige zugeordnete har 
nische Tangentenpaare, moni s eh e ' Punktenpaare, 
nämlich jede zwei Tangen- nämlich jede zwei Punk- 
ten (A^, A3), deren Durch- te (B,, B,), die in einer Ge- 
schnitt (f) in derjenigen raden (f) liegen, welche 
Geraden ^^^ liegt, welche durch den Durchschnitt 
durch dieBerührungspunk- der Tangenten in jenen 
te jener zwei geht, sind ein Punkten geht, sind ein sol- 
solches Paar.*» ches Paar." 

Diese Sätze gestatten verschiedene Umkehrungen, 
wovon einige, als Theile umfassenderer Sätze^ im näch- 
sten Paragraph folgen*). 

♦) Auch enthalten sie besondere Fälle, die später, bei Unter- 
suchung der conjugirten Durchmesser der Kegelschnitte, in Betracht 

11 
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Harmonisclie P«le^ oiid Gerade in Besag aaf einen 

Kegelsclinitt. 

44. Aus Torbergebenden ^Sizen folgt leicbt eine 
mcrk^firdige EigenFcbaft der Kegelschnitte > die für 
fiiancberlei Untersuchungen sehr fruchtbar und in neue- 
crer Zeit, seit Monge sie in Anregung gebracht, mit 
gotem Erfolge benutzt worden ist. Das Wesentlichste 
davon soll hier kurz angedeutet werden« 

E« seien A, A,» A,, A« (Fig. 43.) irgend vier Tan- 
genten eines Kegelschnitts und 0» a,, a«, a^ ihre Be- 
rObrungspunkte , so kommen dem Vierseit AAiA^A, 
und dem Viereck aOid^a», aufser den in (§.42, in,3.) 
angegebenen Beziehungen, auch noch die in (§. 20, l.) 
ausgesprochenen Eigenschaften zu, wonach unter an- 
deren z. B. die vier Strahlen ja, Ji), j«,, gy harmo- 
nisch sind. Diese Strahlen werden also jede Gerade 
harmonisch schneiden {§. 8, IL), so dafs sowohl die 
vier Punkte a, r, Os, f, als a, p, a,, u, als Oi, 9, a^, t>, 
SkU dif if (^%t f harmonisch sind. Vermöge dieser Punkte 
sind femer sowohl die vier. Strahlen fai, fp, f Oa, f ö, 
als tdif tt, tdif^f harmonisch. Da zu den drei Punk- 
ten d, A,» tt nur ein einziger, dem tt zugeordneter, 
vierter Sarmoniscber Punkt 9 möglich ist, somufs also, 
wenn der Kegelschnitt nebst den Tangenten A, A, und 
der Geraden CU fest bleiben, die Bertihrungssehne Ci 03 
der Tangenten Ai, A3 stets durch denselben festen 
Punkt 9 gehen, wo man auch den Durchschnitt f der 
Tangenten auf der festen Geraden Ctt annehmen mag; 
aus ähnlichen Gründen mufs, wenn der Kegelschnitt 
nebst den Tangenten A, A3 und der Geraden bt fest 



Iiommen, nämlicli man wird finden: dafs die Scheitel irgend ztveier 
f onjugirlen DarchnM»sser eines Kegelschnitts vier liarmoniscbe Punlte, 
nnd die ihnen EUgeliSrigen Tangenten Tier harmonische Tangenten 
desselben sind. 



44 Harmon. Pole v. Geradefa Beeng auf einen Kegelscb. 163 
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bleiben^ die Gerade fliO), welche die Berfihrangspunlfe 
der Tangenlou Ai, A« verbindet, immerhin durch den 
festen Punkte ^ gehen , wo man auch den Durchschnitt 
e dieser Tangenten längs der festen Geraden br hin* 
rücken mag. Wird noch bemerkt, dafs zufolge (§.* 43, 
II, 3, /?.), die Gerade be durch die Berührungspunkte' 
|>, q der sich in f schneidenden Tangenten fp, fq geht 
(dies iTCrde auch folgen, wenn man die drei Punkte 
e, dl, d^ alhiiShIig mit p oder <| zusatnnien fallen liefseX 
so folgen zusammengenonnnen nachstehende Sätze: 

I. ,,Dre1it sich eine Gc* I. ««Bewegt sich eInPonkt 
rade (a,aj, oder Ü^Ü^X die ei- (foder e) io einer festen Ge- 
toenKegelsclinitt schn6id«t, raden (y oder x) In der Ehe« 
um irgend einen (in ibr lie* ne eines Kegelschnitts: 
genden) festenPitnkt (poder a) so geht diejenige Gers* 
p): a) so ist der Ort desje- de (v oders), welche zn den 
nigenPankts (9 oder i\ wel- zwei durch den Papkt ge- 
cher zu den zwei Dnrch* henden Tangenten (Af, A,, 
schnittspunkten (<I|,A3, oder oder A,« Ag) und der festen 
^^, üg) und dem festenPnnk* Geraden die vierte^ der 
te der vierte,und zwardem letzteren zugeordnete, har- 
letzteren zugeordnete, har- monische Gera de (Strahl) ist, 
tnonische Punkt ist, eine durch einen bestimmten 
bestimmte Gerade (y oderx); Punkt (9, oder p); und ß) um 
und ß) in- dieser Geraden diesen Punkt drehi sich zu« 
bewegt sich zugleich der gleich diejenige Gerade 
Durchschnitt (f oder e) der* («,«3, oder Äiaj), welche 
jenigen zwei Tangenten durch die Berührnngspunk' 
(A,, A3, oder A, , Ag^, durch teCa^fO} ,odera|,(lg)der jedes- 
deren Berührungspunkte maligen zwei Tangenten 
jene bewegliche schnei- geht." 
dende. Gerade geht." 

Vermöge dieser merkwördigen gegenseitigen Bezie- 
hung des Punkts 9 oder f und der Geraden y oder x 
im Verhältnifs zum Kegelschnitt (a\ soll in der Folge 
die Gerade „die Harmonische des Punkts/' und 
der Punkt „der harmonische P^l der Geraden^ 

11* 
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in Bezug auf den Kegelsclinilt beifsiBn'*^)^ Man dicht 
dafs je nachdem der Punkf inner halb ^ wie p, oder 
aufserhalby wie f^ des Kegelscbnilts liegt, seine Ha r< 
monische dem Kegelschnitt gar nicht begegnet^ wie 
y, oder ihn schneidet) wie x> und ttvar ibn in den 
Berührungspunkten )>> <| der durch den PunLt f ge- 
henden Tangenten schneidet) ^ie bereits oben bemerkt 
worden; so dafs also „der Durchschnitt irgend 
zweier Tangenten eine8Keg.el8chnitt8 der bar- 
monischePoI der durch dieBerührungspunkte 
gehenden Geraden istf dafs also z.B., e die Har- 
monische des Punkts e, f die Harmonische des Punkts 
f, c die H,armonische des Punkts c, u. s. w., ist. Dem- 
nach geht die Harmonische jedes Punkts (f, c,}C, ) 

der Geraden Y durch den harmonischen Pol der letz- 
teren. Gleiches findet auch bei der Geraden X statt, 
nämlich nicht nur die Harmonischen der aufserhalb des . 
Kegelschnitts liegenden Punkte e,b,..,.., sondern auch 
die der innerhalb liegenden, wie etwa i, gehen durch 
den Pol ff denn da^ die vier Punkte dit i, d^y f har- 
monisch sind, so liegt f in der Harmonischen s des 
Punkts t. Daher folgt (was zum Theil, mit anderen 
Worten ausgesprochen) im vorstehenden Satze (I, /?.) 
enthalten ist): 

IL „Die harmonischenPo- iL „Die Harmonisdien al- 
le «llerGeraden, die durch 1er Punkte, die i& irgend 
irgend cinenPunkt (9 oderjr} einer Geraden (yoderx) lie« 
gehen, in Bezug auf einen gen, in Bezug auf einen Ke>- 
Kegelschnitt, liegen in ei- 'gelschnitt, gehen durch ei- 
ner hestimmten Geraden nen hestimmteti Punkt (9 
(joderx),nSrolicli in derHar> oder Jt), nämlich durch den 
monischen jenes Punkts." harmonischen Pol jener 

Geraden.'* 



*) Die französischen Mathematiker nennen sie gewöhnlich 
schlechthin Polaire and Pol. 
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Oder LOrzer: 



„Geht eine Gerade durch »»LUgl ein Pookt in ir« 
irgend einen Punkt, so gend einer Geraden, so 
geht die Harmonische de« liegt der Pol der letzteren 
letzleren dnrch ihren har« in seiner J9«rmQoisQhen." 
monischen PoV* 

Maa ^ird bemerken, dafs Beides im Gruude nur 
ein und derselbe Satz ist. In der Folge sollen irgend 
zwei solche Gerade, von denen |ede durch den har- 
monischen Pol der andern geht, „zwei zugeordnete 
barnionische Gerade,*' oder schlechthin „zwei 
zugeordnete Harmonische,'* und ähnlicher Weise 
sollen ihre Pole „zwei zugordnete harmonische 
Pole'' heifsen* Es siad also sowohl y und x, als x 
und z, als z und y» u^ s« w., zwei zugeordnete Har- 
monische, und sowohl f und 9, f und ), p und {, u. 
8. w., zwei zugeordnete barnionische Pole. Ferner sol- 
len je drei Gerade, von denen jede durch die har- 
monischen Pole der zwei übrigen geht, wie z.B. x,y, z, 
oder X, e, 8, ,,drei zugeordnete Harmonische,'' 
und ebenso je drei Punkte, von denen jeder der Durch- 
schnitt der Harmonischen der zwei übrigen ist, wie z. 
B* fy 9> i> oder f^ e, i, »drei zugeordnete harmo- 
nische Pole" genai\|Qt werden« Die Durchschnitte 
ilreier zugeordneten Harmonischen, sind, wie man sieht, 
zugleich drei zugeordnete harmonische Pole, und auch 
umgekehrt. 

Da die drei Geraden x, 7, z, so wie die drei 
Punkte f^Tjf ), sowohl durch das vollständige Vierseit 
AA1A2A3, als durch das vollständige Viereck aaia^Oa 
bestimmt werden, so folgen unmittelbar nachstehende 
Sätze : 

III. „Alle einem TolUlMn. III. „Alle einem (vollstHn- 
digenVierseit AA^AgAa ein- digen) Vierc/ck a(iia.<ii um- 
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geiclirielieneBKcgcltcbail- tcbrtcbeBCB Kegelsclinitie, 
le, babcB gemeiBicbaftlicb babcv geaieiBScbaftlich 
drei xageordnete HarmoBi- drei sageordnete barmoni- 
• ebe snd drei lageordne- tcbePole und drei sageord- 
ie barmOBiccbe Pole, Bim- Bete HarmoBiscbe , nSm* 
lieb die drei DiagBBaleB z, lieb die dreiDBrebaebBilte 
j» s des Yierieita ,BBd ibre der geges&ber atebeBden 
DBrebfcbBitte jr, IM* SeiteB aad die dsrch sie 

beatimmteB Geradea.*'* 

Nach den festgestellten Plane darf diese frucht- 
bare Betrachtung gegenwärtig nicht weiter entwickelt 
werden; nur folgende Aufgaben , die mittelst des Li- 
neals sehr leicht zu lösen sind, mögen hier noch Platz 
finden t 

lY. „Die HarmoBisebe ir^ IV. «tDea bsrmoBiscben 
gead eiaea gegebenea Pol eiaer gegebeaea Gera- 
Ppilkta, ia Besag aof eiaea dea, ia Bexag aof eiaea ge- 
gegebeaeB Kegelacbaitt zu geboBea Kegelschaiti xu 
finden,'* fiadea." 

£s sei etwa f oder 9 der gegebene Punkt (links). 
tlaii ziehe durch depselben irgend zwei den Kegel- 
schnitt schneidende Gerade d, e, oder c, f, verbinde 
die jedesmaligen vier Durchschnitte a, Oi, a«, a^ paar- 
weise durch zwei Paar Geraden b und g, c und f, oder 
b und g, d und e, so liegen die Durchschnitte ), p, 
oder )y f dieser Geradenpaare, zufolge der oben an- 
gegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen 
X oder y^ welche also gefunden ist. Auf diese Weise 
suche man, um die Aufgabe rechts zu lösen, zu irgend 
zwei Punkten der gegebenen Geraden die Harmoni- 
schen, so ist der Durchschnitt der letzteren der ver- 
längte Pol (li;, 

y, mAu einen (gezeichnet vorliegenden) Kegel- 
schnitt, mittelst des Lineals, Tangenten zu 
ziehen, die durch einen, auferhalb desselben 
liegenden, gegebenen Punkt jr gehen. 
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Maa 8ucbe» nach (IV«) links, die Harmonische x dea 
gegebenen Punkts |r» und verbinde die Punkte p, <(, ia 
welchen sie dem Kegelschnitte begegnet , mit dem ge- 
gebenen Punkte durch Gerade, so sind diese die ver* 
langten Tangenten (zufolge der oben stehenden Be- 
trachtung). 

45, Die vorhin ("§.44.) entwickelten Sätze 'Ober har« 
monische Gerade und Pole sind die Fundamental- 
sätze von einer sehr fruchtbaren geometrischen Unter- 
suchung, die in der neuesten Zieit von französischen 
Mathematikern mit grofsem Erfolge angewaudt und aus- 
gebildet worden. Ich mufs mir vorbehalten , später 
auf diesen Gegenstand zurtlckzukommen (im vierten 
Abschnitte), wo alsdann nicht allein grofse Reihen von 
Sätzen und merkwürdigen Eigenschaften entwickelt wer- 
den, sondern auch das eigentliche Wesen des Gegen- 
standes gründlicher und umfassender enthtllll werden 
wird* Denn in der That wird sich zeigen, daCs weder 
das Vorstehende (was hier nur betläilfig entwickelt 
.wurde), noch die Art und Weise, ^ie der Gegenstand 
bisher von Anderen behandelt worden, über die innere 
Katur und die eigentliche Bedeutung dieser Eigenschaf- 
ten gehörige Auskunft giebt, sondern dafs vielmehr 
dieser Gegenstand, wie er bisher aufgefafst und erkannt 
worden, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen 
ist, wovon der andere Theil, der mit jenem in sehr 
naber Beziehung steht, unter anderer Gestalt längst all- 
gemein bekannt war, und dafs endlich die gemeinschaft- 
liche Urquelle beider Theile aus einer eigenthüm- 
lichen Verbindung projectivischer Gebilde 
entspringt^). 



^) Dadurch wird naUt anderen auch die merkwürdige Eigen- 

scbatl von sechs Punkten in einer Geraden, die von D.taarguea 
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Um hier nur an einem Beispiele die fmchbare An- 
wendung der im Vorhergehenden aufgestellten Eig^i- 
sehaften der harmonischen Geraden und Pole zu zei- 
gen, soll ein Yön Brianchon gefundener merkwürdi- 
ger Satz fiber Kegelschnitte*) durch dieselben bewie- 
sen werden. Der Satz wird durch folgende Aufgabe 
herbeigeführt. 

„Wenn in einer Ebene „Wenn in einer Ebene 
sich irgend xwei Kegel- sieb irgend zwei Kegel- 
schnitte K, K, befinden, schnitte K, R, befinden, 
welchem Gei^eti sind dann welchem Gesetz sind dann 
die den Tangenten des ei- die den Punkten des einen 
nen K|, in Beziebnng auf K|, in Beziebung auf den 
den anderenK, entsprecben- anderen K, entsprecbenden 
den barmonischen Pole an- Harmonischen unterwor« 
terworfen?"**) fen?" •*) 

Es seien a, b, c, d, e, f irgend sechs Taugeuten 
ten des Kegelschnitts K, und a, 6, C, b, e, f die ihuen 
entsprechenden harmonischen Pole. Das Secbsseit 
abcd.'ef hat die Eigenschaft, dafs die drei.Diagonälen, 
welche die gegenüberstehenden Ecken verbinden, ein* . 



»,InTolation^' genannt wnrde, mid mit der neb nacb ibm rer- 
. scbledene Matbeqaatiker beschäftiget haben > auf eine sebr einfaclie 
nnd befriedigende Weise aofgeUärt werden« 

*) X, CdhUr du Journal 4e VEeole Palytechnique, 

, **) Wewi in der Ebene eines Kegelscbnitts mebre Gerade 
oder Punkte angenommen werden, die in Ansehung ihrer gegen- 
seitigen Lage irgend einem bestimmten Gesetze unterworfen sind, 
so kann gefragt werden, welchem Gesetze die ihnen, in Bezug auf 
den Kegelschnitt, entsprechenden haimonischen Pole oder Geraden 
nnterworfen seien. Und eine ähnliche Frage kann aufgeworfen wer- 
den, in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades im Räume. Die 
•08 diesen Fragen entsjiringende Untersuchung haben die französi- 
schen Mathematiker „Theorie des polai^es reciproqnes*' 
genannt. Das allgemeine Gesetz, welches dieser Untersuchung zu 
Grande liegt, bat auch Moebins (Barjrcentrische Calcttl, §. 287.) 
anf sebr geschickte Weise bewiesen. 
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ander in irgend einem Punkte treffen (§• 43, 1, 1.)» da- 
her müssen die drei DarchsclmiUe der gegenübersle* 
henden Seiten des Sechsecks a6cbef in einer Geraden 
liegen, weil sie die harmonischen Pole jener Diagona« 
sind (§. 44, IL); folglich mnfs das Sechseck abcDef 
irgend einem Kegelschnitte K« eingeschrieben sein (§.42^ 
I, 2.); und da dieser Kegelschnitt durch irgend fünf 
Punkte, etwa durch <l, 6, C, b, e bestimmt Ist (§. 41, 1.), 
80 ist er folglich der Ort der harmonischen Pole der 
Tangenten des Kegelschnitts Ki, weil jede beliebige 
andere Tangente statt jener sechsten f genommen wer- 
den kann. Läfst man die bewegliche Tangente f all- 
mählig mit einer der festen, etwa mit a, zusammenfal- 
len, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten 
mit dem Berührungspunkte üi der festen Tangente a 
vereinigen, und dann müssen auch ihre Pole f, a sich 
vereinigen, und also die Sekante df des Kegelschnitts 
K«! in die Tangente ai im Punkte a Übergehen, und 
zwar nmfs diese Tangente ai die Harmonische jenes, 
Berührungspunkts Oi sein. Also folgen nachstehende 
Sätze: 

„Wenn in einer Ebene sich irgend zwei 
Kegelschnitte K, Ki befinden, so liegen die 

den Taugenten a, b, c, des zweiten K|,. in 

Beziehung auf den ersten K, entsprechenden 

harmonischen Pole a, 6, C, in irgend einem 

bestimmten dritten Kegelschnitt Kay und es 

berühren die den Punkten ai, bu Cu des 

zweiten Ki entsprechenden Harmonischen 

a,, bi, Ci, einen und denselben dritten Ke- 

gelschnitt K^, und zwar solcher Gestalt, dafs 
jeder Tangente a und ihrem Berührungspunk- 
te Ol des zwciiten Kegelschnitts K|, ein bc- 
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Btimmier Paokt a und dessen sagehörige Tan- 
gente ai im dritten Kegelschnitt K, entspricht/' 

W<»fern der zweite Kegelschnitt Ki nicht (oder 
wenigstens nicht ganz) von dem ersten K eingeschlos- 
sen wird, folgt aus diesem Sutzc, vejriiiöge (§. 44.), un- 
mittelbar der anfangs erwähnte Satz von Urianchoq^ 
nämlich: 

„Bewegen sich zwei veränderliche Tan- 
geuten eines Kegelschnitts K so: 

dafc die Gerade dqfch ihre dafp ijir Durchschnitt ir- 
Bcrfihrangtpankte atets ir* geiid einen «weiten Kege{. 
gend einen zweiten Kegel- schnitt K, darcklSuft, so 
scIiiiittKf berührt, so durch- berfihrt die Gerade durch 
Ifiqft ihr Durchschnitt ir- ihre Berührungspunkte 
gend einen dritten Kegeln- atets irgend einen dritten 
schnitt K/ ♦). Kegelschnitt Kj^" ♦). 

Zusammengesetztere SStze und Porismen« 

46. Durch Zusammenstellung oder Verbindung 
projectivischer Gebilde (Gerade und ebene Strahl- 
büschel) gelangt man, mit Berücksichtigung ihrer Er- 
zeugung der Kegelschnitte (§. 38, III, IV.), zu zahl- 
reichen merkwürdigen Sätzen und Porismen, wovon, 
gemäfs der obigen Feststeilung (§ 39.), beispielsweise 
hier einige entwickelt werden sollen. 

I. Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade A, A| 
(Fig. 45.) perspectivisch, und ist B^ ihr Projectious- 
puukt, und siud sie ferner mit irgend zwei Slrablbü- 
schein B, B| perspectivisch, nämlich A mit B, und Ai 



*) Dlittelst dieser SStze Icann von folgenden zwei Aufgaben: 
„Die gemeinschaftlichen nDie gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier gegebe- Punkte zweier gegebenen 
nen Kegelschnitte zu fin- Kegelschnvtte zu finden" 
den'» ' ' 

'jede auf die andere zurückgeführt werden. 



^^ 
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iilit Bi, 6o sind diese Strahlbfiscbfel B, Bi unter sich 
pro}ectivisch (§. II, III.), und erzeugen folglich (§.38, 
IV.) einen Kegelschnitt, d. h., die Durchschnitte o«, 62, 

il^rer entsprechenden Strahlen, also insbesondere 

auch der Durchschnitt tti der Geraden A, A|, ^eil in 
ihui zwei entsprechende Strahlen e, ei sich treffen, lie- 
gen in irgend einem Kegelschnitt, der fortan durch 
[BBJ bezeichnet werden soll. — Sind andererseits 
B, Bi (Fig. 41.) irgend zwei perspectivische StrahlbQ- 
scbel; ist A) ihr perspectivischer Durchschnitt, und sind 
sie ferner mit irgend zwei Geraden A, A| perspecli- 
visch, so sind diese unter sich pro jectivisch und erzeu-' 
gen also irgend einen Kegelschnitt [AAiJ* Hieraas 
geben unmittelbar folgende bekannte Sätze hervor. 

„Bewegen Bich die Ecken „Drehen sich die Seiten 
A, a,, ^2 eines verSnderlir a, «f , «2 eines verSHderli- 
clicn Preiecks a a, üg (Fig. eben Dreiecks a a« ü^ (Fig* 
4i.) in. drei beliebigen fe- 45.) vm drei beliebige feste 
stcn Geraden A, A|, A^, und Punkte B, B, , B^, und bewe- 
gehen zwei Seiten «,a, desr gen sich zwei Ecken a, A« 
selben stets durch irgend desselben in irgend zwei fe- 
zwei feste Punkte B, B^ , so stenGeradenA,A,, so durch- 
berührt die dritteSeite a, Hüft die dritte Ecke üg ir- 
besländig irgend einen be- gend einen bestimmten Ke- 
stinimtenKegelschniit[AA,], gelscbnitt [BB^], in wel- 
dernSmlicb auch die bei- chem nSmlich auch die bei: 
den ersteren Geraden A,Ai den ersten Punkte B, B,, 
nebst derGeradenee, durch nebst dem Durchschnitte 
die festen Punkte B, B^ zu ee« der festen Geraden A,A, 
Tangenten bat." Hegen.'» 

Und umgekehrt: 

„Bewegt sich eine Seite „Bewegt rieb eine Ecke 

a^ eines veränderlichen ü^ eines TerSnderlictien 

Dreiecks aa^aj alsTangente Dreiecks Aa»as >« irgend 

eines festen Kegelschnitts einem festenKegelschnitte 

[AAJ, und drehen sich die LBB,], wShrend die zwei 

zwei übrigen Seiten a, a, übrigen Ecken a» a« irgend 

umirgendswei festePunkte zwei ieste Gerade A, A,» 



' t 
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ByBf ia einer Tangente de»- deren DnrelisehnUt ff^ im 
selben, nnd bewegen sieb KegelscbnitI liegt, dnrrli- 
die diesen Seiten gegen- laufen, und dreben sieb die 
dberliegenden Ecken A, U^ diesenEcken gegenöberlie- 
desDreiecks in irgend zwei gendenSeitena,a, um irgend 
anderen festen Tangenten swei feste Punkte B,B, des 
K, A| des Kegelscbnitts, so K<^gelscUnitts^ so gebt die 
durcblSnft die dritte Ecke dritte Seite Sj stets darck 
4^2 irgend eine bestimmte irgend e ine n bestimmten 
Gerade Agt** Ebenso kann jede Punkt B^.** Eben so kann )e- 
der swei Geraden A, A,, sowie der der zwei Parkte B, B,, so 
jeder der zwei Punkte B, B| als wie jede der xwei Geraden A, 
Folge der jedesmaligen fönf ubri- A, als Folge der jedesmaligen 
gen Gebilde gesetzt worden« fünf übrigen GebiMe geseUJk wer- 

den. 

IL Sind irgend vier GebiMe A, A|, B, B| (Fig. 46.) 
UDter einander projectivisch, und zwar liegen ßowphl 
A und By als A^ und Bi perspecüviscb, dagegen so- 
wohl A und Ai, als B und Bi schief, so dafs .also die 
zwei letzteren Paare irgend zwei Kegelschnilte [AA^}, 
[BBi] erzeugen, so folgen in Ansehung der entspre- 
chenden Elemente, wie etwa a, o^; a, aj und die durch 
diese erzeugten a^, o^, unmiUelbar nachstehende Sätze; 

1. „Drehen sieb zwei Sei« ,^Bewegen sieb swei Ecken 
ten a, a, eines yerSnderli« tt»'a, eines verSuderlicben' 
eben Dreiecks t^ü^üt um ir* Dreiecks aü^ü^ in' irgend 
gend zwei feste Punkte B, zwei festenTangenten A,A| 
Bf eines festen Kegel' eines festen Kegelschnitts 
Schnitts [BBJ, wihrend die [AAj], wfihrend die ihnen 
ihnen gegenüberliegenden gegenüberliegendenSeiten 
Ecken 0,, A in irgend zwei a,, a sich um irgend zwei 
festenGeraden Af,A sichbe- feste Punkte B^ , B drehen 
wegen und die dritte Ecke und die dritteSeite a^ stets 
Oj denKegelschnitt durch- den Kegelschnitt berührt, 
iMnft, so bewegt sich die so durchläuft die dritte 
dritte Seite a^ als Tangen- Ecke a<j irgend einen ende- 
te irgend eines bestimm- ren bestimmten Kegel- 
tenKegeischnitts [AA|], der schnitt [BB^], der nämlich 
nämlich auch jene zwei fe- allemal durch jene zwei fe- 
sten Geraden berührt." sten Punkte geht/' 
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Die Abfassung der fibrigen Sätze, wo nämlicb, statt 
wie hier auf die Kegelschnitte [BEJ, [AAj], umge- 
kehrt auf eins der Gebilde A\ Ai, B, Bi geschlossen 
wird, überlasse ich dem Leser. 

Die beiden Kegelschnitte [AAi], [BBi] haben ei* 
ue eigeathümliche Beziehung zu einander, die sich, so 
lange [AA|]] ganz oder zum Theil innerhalb [BBJ 
liegt, durch folgende merkwürdige Eigenschaft kund 
giebt. Gelangt nämlich der bewegte Punkt üt in die 
Durchschnitte 62, c,, b,, e« der Geraden A,Ai und des 
Kegelschnitts [BBi], so vereinigen sich offenbar so- 
wohl die Strahlen bi und b^, als Ct und c^, als d und 
dl, als e und ei, so dafs also jedes der zwei Dreiecke 
(tCsBi, ^s^ftB dem Kegelschnitte [BB|] eingeschrieben 
und dem Kegelschnitte [AAi] umschrieben ist. Da 
durch diese zwei Dreiecke und durch den einen oder 
den andern der beiden Kegelschnitte die oben angege<- 
benen projectivischen Beziehungen der Gebilde A, Ai, 
B, Bi bestimmt sind, wie man leicht bemerken wird, 
so folgen also nachstehende bekannte Sätze. 

2. ,>Sind zwei Dreiecke 2. „Sind zwei Dreiecke 
^2^260 ^2^2^ einem Kegel- hgt^^n b^tj^ einem Kegel- 
schnitte [BBfJ eingeschrie- schnitte [AA^] umschrie- 
ben, 80 sind sie zugleich hen, so sind sie zugleich 
irgend einem anderen Ke- irgend einem anderen Ke- 
gelschnitte [AA^] nmschrie- gelschnitte [Bfi|] einge<- 
bea*** schrieben.** 

Und ferner folgt: 

3. „Haben zwei Kegelschnitte [AAJ, [BBJ 
solche Lage, dafs irgend ein Dreieck dem ei- 
n«n umschrieben und zugleich dem anderen 
eingeschrieben werden kann, so lassen, sich 
unzählige andere ^Dreiecke unter denselben 
Bejdingungen beschreiben (nämlich jeder Punkt 
des Kegelschnitts [BBiJ, der nicht innerhalb des Ke- 
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gelschnifts [AAi] liegt, kann Ecke eines solchen Drei- 
ecks sein)." 

III. Beweis der Auflösnng in (§. 17, IL). Das 
bei dieser Auflösung, die sich auf eine der fruchtbar- 
sten Aufgaben bezieht, angewandte sehr bequeme Ver- 
fahren, grfindet sich auf folgende Verbindung. Haben 
nUmiich die vier Gebilde A, Ai, B, Bi, auber den vor- 
hin angegebenen projectivischen Bexiehungen, noch 
solche besondere Lage zu einander, cbfs A und Ai auf- 
einander und B und Bi concentrisch liegen, wie in 
(Fig. 23.), und gebt irgend ein Kegelschpitt durch den 
geiiieiuschaftlichen Mittelpunkt (BBi) der StrahlbQschel, 

welcher die Strahlen der letzteren in a, /?, /, ; 

«Ti, ßit Yi^ schneidet, so werden, wenn man «twa 

<r und <K, als Mittelpunkte zweier StrahlbQschcl a, a^ 
annimmt, sowohl die StrahlbQschel a und Bi in Anse- 
hung der Strahlen a,, b,, c,, und »i, bi, c,, , 

als die Strahlbüschel Oi und B in Ansehung der Strah- 
len as, bj, Ca, , und a, b, c, projectiTisch 

sein (§. 38, III.), daher sind auch die Sirahlböschei u 

und' oTi in Ansehung der Strahlen a,, b,, r^, und 

33» bsy €s, projectivisch (§• 11, ÜL), und zwar, da 

zwei entsprechende Stralilen a,, aa vereiniget sind,, lie* 
gen sie perspcctivisch , so dafs also die Gerade ß%y^ 
oder . At ihr ' perspectivischer Durchschnitt ist« Durch 
jeden Punkt der Geraden A« sind demnach irgend zwei 
entsprechende Strahlen der Strahlbüschel er, ort bestimmt, 
wie z. B. durch ß^ die Strahlen b^, bs» und durch die 
Punkte ßi9 /?, in welchen diese Strahlen dem Kegel- 
schnitte begegnen, sind wiederum zwei entsprechende 
Strahlen bi, b der Strahlbüschel Bi, B bestimmt; da- 
her ist klar, dafs die auf diese Art von den Punkten 
€, X, in welchen die Gerade A^ vom Kegelschnitte ge- 
troffen wird, abhängigen entsprechenden Sirahlenpaare 
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e «nd Ol, k und ki der Sfrafalbüscbel B und Bi noth« 
wendiger Weise aufeinander fallen müssen, und dafs 
daher anch in den Punkten , in welchen diese Strahlen 
den aufeinander liegenden Geraden A, Ai begegnen, 
entsprechende Punktenpaare e und e^, ( und fi der 
letzteren yereinigH sind, was bei der obigen Auflösung 
angenommen wurde. ^ 

Wenn man anstatt des Kegelschnitts, der durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (BBO der Strahl- 
böschel B, Bj geht, einen, anderen Kegelschnitt zu Hülfe 
nähme, der die aufeinander liegenden Geraden A, A^ 
berührte, so würde man den Beweis für die entgegen- 
gesetzte Auflösung erhalten 9 welcher oben (§. 17,11, b.) 
Erwähnung geschah. Die Ausführung wird dem Leser 
überlassen. 

IV. Wird aufser den oben (11.) vorausgesefzten 
Beziehungen der vier Gebilde A» Ai, B, Bi, dafs sie 
nämlich unter einander projectivisch seien, und sowohl 
A und B , als A i und Bi perspectivisch liegen, nun noch 
angenommen, es sollen entweder die Geraden A, A^ 
gleich sein und aufeinander liegen und gleichliegend 
sein, wie elvFa in (Fig. 48.), oder es sollen die Strahl* 
büschel B, Bi gleich sein und concentrisch liegen und 
gleichliegend sein, wie etwa iq (Fig. 47.), so folgen 
unmittelbar nachstehende bekannten Sätze: 

■ 

„Bleibt der Winkel C^a^) „Bleibt dieGrnndlinieaa« 
an der Spitze eines rerSn- eines verfinderlichen Drei- 
derliehen Dreiseits aa^a^ ecks (iü{H2 (P>o«^^-) derGrö» 
(Fig.47.) derGrofse nach be- fse nach beständig, aber 
stfindig, abei' dreht er sieb b-ewegt sie sich in irgend' 
nm seinen festen Scheitel- einer festen G€raden(AA|\ 
pnnkt (BBf), während die wfihrend die zwei fibrigen 
Kwei übrigen Ecken H, a| Seiten *,*a, sich am zw«i 
des Dreiecks irgend zwei feste Punkte B, B^ drehen, 
feste Gerade A, A^ durch-» so durchläuft die Spitze (I2 
laufen, 80 bewegt sich die des Dreiecks einen he- 
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GraBllliBie a^ als Tangente •tinimtenKegel8c]iniit[BB,3, 
irgend eines bestimmten der namentlich dorch die 
Kegelschnitts fAA,], der iwei festen Punkte geht." 
auch die swei festen Gera- Ist sowohl bb^ als ee« gleich der 
den berühre^ Ist sowohl der beStSndigen Grundlinie ^^^^ so 
Wmkel (dd,) als (ee,) dem be- sind d^e, die den Punkten B, B, 
ständigen Winkel (aa,) gleich, zugehörigen Tangenten drs Kegei- 
so sind b; f, diejenigen Punkte, Schnitts ($.38, lY.). Da die un- 
in welchen die Geraden A, A, endlich entfernten Puidcte derGe- 
Tom Kegelschnitte her&hrt wer- raden A, A| einander entspre- 
den (S. 38, IV.). Später wird chen (§. 16, III.), so mufs noth- 
sich zeigen, dafs der Punkt (BBf) wendig (AA^) Asymptote des 
allemal Brennpunkt des Kegel- Kegelschnitts, und folglich muls 
Schnitts sei *)• dieser eine Hjperbel sein ; u. s. w- 

V. Sind vier Gerade A, A^y As» Aa unter einander 
pro}ectiviscb, und sind so^vobl A und A^, als A^ und 
As gleich und liegen sowohl die ersferen als die letz- 
teren aufeinander und sind gleichiiegend, wie etwa in 
(Fig. 49.)9 und befinden sich A und Ai in perspectiv 
Tischcr, dagegen sowohl A und A3, als Ai und A^, als 
Aa und As in schiefer Lage, wonach also jene einen 
Projectiouspiuikt B haben und die letzteren drei Ke- 

gel- 



*) Läfst man die eine Gerade, etwa A,, sich entfernen,^ bis 
sie zuletzt in unendliche Ferne gedacht wird, so sieht man, dajs 
alsdann die Strahlen a^ , a^ parallel werden, und mithin der Win- 
kel (aa^;) auch beständig wird, wenn (aa,) es ist; da aber in die- 
sem Falle der Kegelschnitt [AAJ, rermöge der unendlich entfern- 
ten Tangente A(, eine Parabel sein mufs (§. 36.), so fliefst daraas 
der folgende bekannte Satz : Bewegt sich der Scheitel A eines 
beständigen Winkels (aa^^ in einer festet' Geraden A, 
während der eine seiner Scbenkel a sich um einen fe- 
sten Punkt (BB|) drehtt so bewegt sich der andere 
Schenkel a, als Tangente einer bestimmten Parabel» 
welche auch jene, feste Gerade berührt (und den festen 
Punkt zum Brennpunkt hat).*' — Andererseits (rechts) entsteht 
ebenfalls ein eigenthämlicher besonderer Fall, wenn man den einen 
Punkt Bf sich in's Unendliche entfernen läfst. Auch können hier 
die Geraden A, A^ ähnlich angenommen werden, wodurch der 
obige Sats weseoUich vei^dert wird. 
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gelgchnitte [AAs], [A|AJ, [A,As] erzeugen;-^ und 
sind andererseits von vier projectiTiscfaen Slralilböscheln 
B, Bi, B,» Bs (Fig. 50.) sowohl B und B,, als Bi und 
Bs gleich, concentrisch und gleicbliegendy and befinden 
sich . B und Bt in perspectivischer, dagegen sowohl 
B und Bs, als Bi und B«, als B, und B,, in schiefer 
Lage, wonach also )ene einen perspectivischen Durch« 
schnitt A haben und die letzteren drei Kegelschnitte er- 
zeugen mOssen : so ergeben sich aus dieser Zusammen- 
stellung unmittelbar folgende zum Theil bekannte Sitze: 

„Bleiben swei gegenfiber „Bl<^iben swei gegenfiber 

stehende ISeiten ««2» ^i^3 stehendeWinkel (aa2),(a,a0 
eines Teränderlicliea toU- eines TerSnderlicben votl* 

stSndigen Yierseits saiagS, stfindigen Viersetta aa^a^^a, 

(Fig. 49.) der GröTse nach (Fig. 50.) der Gröfae nach 

beständig, aber bewegen bestSndig, aber drehen sie 

sie sich in irgend swei fe- sich am ihre festen Sebei- 

sten Geraden (AA«), (A^A,), telpunkteCBB^VCBjB^Xwäh-. 

während eine dritte Seite rend eine dritte Ecke (aaj 

(üüi) sich um irgend einen sich in irgend einer festen 

festen Punkt B dreht, so Geraden A bewegt, so 

bewegen sidi die drei übri- dorcblanfen die drei Abri« 

gen Seiten SS,, a^tts, SgO, gen Ecken (aa,),(a,a2), (a^a^) 

als Tangenten dreier Ke- «irgend drei Kegelscbnitte 

gelschnitte [AA,], [A.A,], [BB^], [B^B,], [BgB,], wo^ 

[AgAj], wovon jeder jene von jeder durch jene swei 

swei festen Geraden be- festen Punkte geht" *) 

rührt."*) ' 



*) Den Sats rechts (wenn nSmIich nur der Kegelschnitt [B^Bj} 
berficksicbtiget wird) hat 'Newton zur Erseugong oder Beschrei- 
hong der Kegelschnitte angewandt iPHneip, |iAtl. mat* mmtk.), und 
Mac-Laurin benutzte Ihn in seiner organischen Geometrie, 

Die obigen Sätze sind fibrigens, wie man bemerken wird, nur 
besondere Fälle von denjenigen Sätzen, die statt finden, wenn ei- 
nerseits A und A^, und andererseits BnndB, nicht perspeetiviseh, 
sondern schief liegen j wo alsdann die Seite SSt sich als Tangeitte 
eines die Geraden A, A, berfihren^en Kegelschnitts bewegen, un4 
andererseits die Ecke (aa,) einen durch die Pnnlcte B, B|. gehen« 
den Kegelschnitt durchlaufen muls. 

12 
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47. Von 4ßt gr^fiOl McBfe von Yerbindinigea 
proioeimsdicr Gcndoi und ebener StnUbfisdiely 
soll hier nur nodi folgende V^indong Platz finden, 
wdcbe tm solchen rasamnengesetiten Säfs^n (oder Po- 
risBcn) nad An%aben üBhit, die nach de? Art, wie man 
dergleichen Sitze und Aufgaben bei bisher gewöhnli- 
cher Dantellongpweise zu wtirdigen pflegt» leicht für 
bedentender and sdrwieriger gdialtea werden dürften, 
als sie es nadi HbnÜBgabe der gegenwärtigen Entwicke- 
lung in der Thal sind. 

Hat man in einer Ebene irgend eine Anzahl n be- 
liebige projectiyische Gerade A, Ai, A^, Aa^i, wo- 
von je zwei sich in schiefer Lage befinden (mithin )e 
zwei einen Kegelschnitt erzeugen), so erzeugen sie im 
Ganzen \ n (n—- 1) Kegelschnitte, und zwar wird durch 
)e eine Reihe entsprechender Punkte, wie ^wa durch 

^9 ^\f ^9 <U— 1, ein ToUstSndiges n Eck bestimmt, 

Ton dessen in(n— -1) Seiten (§• 19.) jede einen von 
jenen Kegekchnitten berührt. Durch n — l der goaann- 
ten Kegelschnitte, die zusammen von allen Geraden ab- 
hängen, etwa durch die Kegelschnitte [AAJ, [AiA,], 
[AsAs], , [Aii.^Aii.i], d. h., durch die n — 1 Ke- 
gelschnitte, welche, wenn man die Geraden in eine 
Reihe geordnet hat, von den unmittelbar auf einander 
folgenden ;Geraden abhängen, ist offenbar umgekehrt 
^^ projectiTische Beziehung der geraden, und sind somit 
ai^ch alle ifbrigen I^^gelschnitte bestimmt. — Da ande- 
rerseiU Entqprechoiies statt findet, so folgen also nach- 
stehende umfassende Sätze: 

L „Wenn in einer Ebene I. „Wenn in einer Ebene 
sich irgendl eine Ansafal n sich irgend eine Ansabl n 
beliebige feste Gerade A, beliebige feste Punkte B, 

A|, A,, Afl.! befinden, B^ , Bg, B„.i befinden^ 

ron denen, der Reihe nach von denen^ der Reihe nach 
genommen» je swei unmit- genommen, je swei nnmit' 
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teilbar anblntBflerfolgtfto^e ttlbar«iif6in«iid«rMgtadl# 
▼on ir|;eiiiL einem beliebi- in irgend einem beliebigen 
gen festen Kegelschnitte festenKegelschnitte liegen, 
berührt werden, welches welches also imGansenn — 1 
also im Garnen n — 1 Kegel- Kegelschnitte [BBJ,[B|BJ, 

schnitte [AAJ, [A|A,], , C^a^ B^.i] sin.d, nnd 

[Af^ A^.J sind, nnd wenn wenn ein yerinderliches 
ein TerSnderliches roll- rollstftndiges n Seit aaia^ 

ständiges nEckft a^ag.*. d«.!» a^.! sich so bewegt 

sich so bewegt, dafs seine dafs seine Seiten a, a«, a^» 

Ecken A, Ai , A«, , Aa.i, ••«•• a^|, der Reihe nach 

derReihe nach, jene festen sich nm jene festenPnnkte 
Geraden darchlaufen, wih- drehen, wShrend diejeni- 
rend diejenigen n — ISeiten gen n— *! Ecken desselben, 
desselben, welche die nach in welchen sich die nach 
der Ordnung unmittelbar der Ordnung unmittelbar 
aufeinander folgenden aufeinander folgenden Sei- 
Ecken verbinden, also die ten schneiden, also die 

Seiten ^üi^ AfAg« Ms« * Ecken aa^, aga,, a^a,, , 

Ag^ Oq.!, sich beziehlich a,., a,^,,nach der Ordnung 
als Tangenten um jene fe- beziehlich jene festen Ke- 
sten Kegelschnitte herum- gelschnitte durchlaufen; so 
bewegen; so beweg,en sich durchlaufen die -J (n-1) (n-3) 
die i (n-])(n-2) übrigen Sei- übrigen Ecken des n Seits 
ten als Tangenten um eben eben soviele yerschiedene 
so yieleKegelschnitte, Ton Kegelschnitte, yon wel- 
denen jeder insbesondere eben jeder insbesondere 
diejenigen xwei f^esten 6e- durch diejenigen awei fe- 
raden berührt, welche von sten Punkte geht, um wei- 
den Endpunkten der snge- che sich die swei Seiten^ 
hürigen Seite durc'hlaufen die sich inderzugehörigen 
werden.'* Ecke schneiden, drehen.'' 

Za der grofsen Menge besonderer Falle , welthe 
in den vorstehenden Sätzen enthalten sind, und die 
namentlich /dadurch entstehi», dafs man den Gebilden 

A, Ai, A,, , oder B, B^, B,, eigenthOmliche 

Lage zukommen lädst, oder sie als gleich , oder die er- 
steren als ähnlich annimmt, u. s. w., gehören z. ß. auch 
folgende, wo nämlich angenommen wird Ton den Ge- 
bilden A, Ai, An^i» oder B, Bi Bm^i befin- 
den sieb, nach der Reihe, )e zwei mmitUdbar anfein- 

12* 
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Mider folgende in penpectiviscber Lager In diesem 
Falle Tereinfachen sich die obigen Sätze auf folgende 
bekannte Sätze: 

II.„Dnrclil«nfeii dieEcken II. „Drehen «ich die Sei- 

Ä, Ü|, flt9**^** ^n-i «in«" Tcr- ten a, a,, Og, , a^.^ ei- 

anderlichen yollstSiidigen nes TerSnderlichen voll- 
n Ecl^s» nach der Reihe, n stSndigen n Seits nach der 
b'eliebige feste Gerade A„ Reihe um n beliebige feste 

Ag, -^11-4« di« ia ein««" Punkte B, B,, B^, B^.,, 

Ebene liegen, wShrend n—I die in einer Ebene liegen» 
Seiten desselben, die ir- während n — 1 Ecken des- 
gend einem einfachen nEck selben, die irgend einem 
angehören, aus welchen einfachen nEck angehören, 
da« TollstSndige besteht, ans welchen das vollstän- 
etwa die' Seiten ttdi« Ai^s» dige besteht, ^twa die 

*«B-2**-i» »i«^ ^^ *1>*^ Ecl^«a ««o «1 a2» — Man.2a„.,^ 

80 viele beliebige feste eben so yiele beliebige fe- 

Pnnkte B, B^, -, B„.| ste Gerade A, A^, , A„_2 

drehen, so bewegen sich durchlaufen, so darchlaa- 
die i (n— 1) (n— 2) übrigen fen die ^ (n-1) (n-2) übrigen 
Seiten, einteln genommen. Ecken, einzeln' genommen, 
als Tangenten nm eben so eine gleiche Anzahl be- 
viele Regelschnitte, von stimmter Kegelschnitte, 
denen jeder diejenigen von denen nSmlich jeder 
awei festen Geraden be- durch diejenigen zwei fe« 
rührt, welche die zwei sten Punkte geht, um wel- 
Ecken, die In der sugehö- che sich die 'zwei Seiten, 
rigen Seite liegen, durch- die sich in der zugehori- 
laufen.*' Auf die genannten g«n Ecke schneiden, dre- 

n — 1 Seiten aa,, 002, hen/' Auf die genannten n — 1 

Äii-2 ^n-i könnte man femer Ecken aa^, a^ a„ ,a„.2 a„_j 

den nebenstehenden Sats anwen* könpte man ferner den nebenste- 
den, wodurch der diesseitige Satz henden Sats anwenden, wodurch 
noch ausgedehnter würde. der diesseitige Satz noch voll- 

■ ttlndiger würde* 

Der Satz links wurde zuerst von Braikenridge 
bewiesen^); um die Erfindung eines Theiles dieses 
Satzes stritt er sich mit Mac-Laurin (Phil. Trans.) 



*) Ezertitalio^ geometrie« de descriptione lineamm cnrvamm. 
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Dafs und in wie fern die obigen S^tze (§. 29, II.) 
wiederum besondere Fälle der vorilehenden SAIze sind, 
wird man leicht wahmehmen. 

Die folgenden zwei Aufgaben sind auf fthnlicbe 
Weise umfassend, wie die oben stehenden Sätze (I.). 

III. „Werden, Ton den Sei- III. Jjjiegenron denEcken 

tenAfkf^ tAg.f eines be- B^B,, ...... B„.i eines belle» 

liebigen nEeka je xwei an- bigen nEcks jetwei nnmii- 
mittelbar anfeinander fol- telbar aufeinander folgen- 
gende von irgend einemKe- de in irgend einem Kegel- 
gelschnitte berfibrt, wel- schnitte, welches im Gan- 

. che» im Gänsen n Kegel- xenaKegelsclachnitt^[BBfl 

schnitte [AAJ, [A^A^], , [BiBgl, , [B,.fB] sind, so 

[A„.i A] sind, so soll ein an- soll ein anderes nEck be- 

\ deres n Eck beschrieben schrieben werdeui dessen 
werden, dessen Ecken a^S«, .Seiten a, ai».....» a„.|,.nach 

, a„_t, nach der Reihe» derReihe, durch dieEcken 

in den. Seiten Jenes nEcks jenes nEcks gehen, nnd 

liegen, und dessen Seiten dessen Ecken aa|, «fSg, 9 

sa,, flfSgf 9 ^n-t ^9 nach an-i a, nach der Reihe, in 

• der Reihe, jene Kegel- jenen Kegelschnitten lle- 
scbnitte ber&hrsn,** gen," 

Die Mittel,- durch welche die Torliegenden Aufga- 
' ben leicht gelöst werden , sind in dem Bisherigen ent- 
halten und bereits mehrfach angewandt, so dafs ich 
die Auflösung dem Leser zur Selbstübung Obertassen 
darf. Die frühere Aufgabe in (§. 25.) ist übrigens m 
besonderer Fall von jeder der zwei vorstehenden Auf« 
gaben. 

Anmerkung. 

48. Es ist fast überflüssig, nochmals zu erinnern, 
dafs die von (§• 41.) an bis hierher durchgeführten Be- 
trachtungen, denen projectivische Grebilde (Gerade und 
ebene Strahlbüechel) in der Ebene, lur Grundlage dien- 
ten, auf entsprechende Weise bei projectivischen Ge- 
bilden (ebene Strahlbfisdiel und Ebeoenbüschel) imStrahl- 
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bOfdidt ittRsmne tfaitt kaben, ja dafs SeRcBiAaCe jener 
BetncUmigeii, mglcicdi auf die letzteren Gebflde Hber- 
tragoi werden können, wem nnin nSmlicb, wie bereita 
oben angegeben Trordcn ^.SS-n.Ende §. 8S.)> überall: 
Strabl, ebente Strablbfiscbel. Ebenenbfiacbel, 
n kaiytigjnr Körperwiokel, n seitiger KOrper win- 
ke!, Kegel (zweiten Grades), bezieUidi statt: Punkt, 
Gerade, ebener Strabibfischel, n Eck, n Seit, 
Kegelscknitt setzt. — Ebenso finden die Betrach- 
tvngCQ auf entspreeheiide Weise auf der KugelflSche 
statt, mkl es lassen sick die genannten Resultate 5hn- 
licherireise auf dieaelh^ fibertragen (§. 34, ond §. 3&). 
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49. ' Es ist ni^n noch zu untersuchen (§. 39.), was 
für Figffrea dgprch die entsprechendeü Elementenpaare 
irgend zweier projectivischen Gebilde, die sich weder 
in derselben Ebene noch in demselben Strabibfischel, 
s«NMlprn beUeb^g. m Raiune befinden, enengt werden. 
]P4e drei Arten v^Q Gebilden, Gerade, ebetie SlraU- 
bfiscbel wd Ebweiibfiscliel, geben in dieser Hinsidil, 
weni^ m fwsnwe genoniinien werdea, folgende sechs 
VäUas 

)> eiqe G^^4^ . A wd ein Ebenet^Ost^l % 

2) zwei ebene Strahlbfischel B, Bi, 

3) ein Ebenenbfiscbel 91 und ein ebener Strabi- 
bfischel B, 

4^> ein ebener Strahlbfisehel B and ebe Gwade A, 

&) zwei Gerade A^ At^ und 

6) zwei Eben^baschel 9t, 3^. 
. y«n.dies£» secks^ FSlien sind der ttnfte und sechste 
ungjelik webtigief uild folgeor^ber, als die vier fikri- 
geni^ kt^teiSe mikm Mmr. zuerst, bcdei^et wevdkft. 
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L Lie^aB iwei profectiriBehe Gebilde^ einij Gcnde 
A «nd eki Ebenenbfischel fH, beliebig im Raoine^ d.b^ 
befinden sie sich in schiefer Lage, so findet keiiir tm* 
mittelbares Erzeugnifs durch ihre entsprechendcfii Eie« 
menfenpaarc statt. Ein mittelbares Erzeugnifs wird* un- 
ten im Anhange gegeben (§. 60, 26.). 

IL Liegen zwei projectlvische ebene Strahlbflsehel 
B, Bt beliebig im Räume, m geben sie ebenfalls kein 
unmittelbares EnceugniCs, wohl aber findet bei Ihnen 
der fölgetide Umstand s^tt, 

„Legt man, von Irgend einem beliebig an- 
geilirmmevcli Funkte D aus. Gerade, welche 
die Entsprechenden Strahlenpaare a und ai, h 
und bt, c und C|, ....;, der Strahlbüsch<»l B, Bi 
scbnteideni bo liegen alle diese Geraden iti ei- 
ner Kegellllohe 17 zweiten Grades." 

Dieser Safz^ grQndet sich auf den firfihereii (^ 96^ 
li^ rechts). Denn denkt man sich zwei Ebänenbüsehrt 
% tft , de#en Äsen durch den Punkt D gehen, und welche 
mü den gegebenen ebenen Strahlbüscfaeln B, Bi pei^ 
spectivisch sind, sp werden dieselben unter sich projee- 
tkiseh sein, und mithin werden die Durchschnitte der 
entsprechend«»! Ebenenpaare a und «i, /9und /fi, y 

und ytf , zufolge des angeführten Satzes, in einer 

KegelflicheD liegen, und da diese Durchsebäitte offen- 
bar die genannten , durch den Pubkt D, gelegten Ge^ 
raden sind, so folgt dariaius die Richtigkeit des TOrste- 
hendcfn Satzes. 

HL lieffiü zwei projectivische Gebilde 9(, B — eib 
EbenienbÜBchel und ein ebener Strahlbüschel •*- belie^ 
Mg im Räume, ,>so Iregen offenbar die Punkte, 
jtt' wel<^hei!i die entsprechenden Elem^irten^ 

paare a und a, /9^ und b, y und c, sich schnel- 

den« in irgend einein Kegelschnitt." Denn die 
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EfccM des StrahlbOtdiels B icftneidet da Ebcottba- 
sfkA 91 in eilien ekoien StraUbfischel Bi, welcher mit 
dcM SCrahlbfischel B projectivisdi ist, und nit ibm den 
genaonten Kegekchoitt erzengt 

IV. Liegen zwei projectivische Gdbilde A, B — • 
eine Gerade und ein ebener Strahlbfischei — beliebig 
iii Banme, bo wird durch }e zwei enUprecfaende £Ie- 
■cnte derselben eine Ebene bestimmt, d. h«, durch je- 
den Punkt a, 6, c, der Geraden A und durch den 

ibm entsprechenden Strahl a, b, c, •...• des Strahlbfi* 
scbels B geht eine bestimmte Ebene, und es frSgt sich, 
welchem Gesetz diese Ebenen insgesammt onterworfai 
seien? Diese Frage kann leicht durch frühere Satze 
beantwortet werden, z. B. wie folgt 

Denkt man sich einen Strablbüschd Bi, welcher 
mit dem gegebenen B concentrisch und mit der Gera* 
den A perspectiTiscfa ist, so wird also derselbe mit B 
projectivisch sein, und die Ebenen, welche durch die 
entsprechenden Strahlenpaare der beiden Sürahlbüsdiel 
Bf Bi gehen, werden offenbar die Torgenannten, zu 
untersuchenden, Ebenen sein. Nun werden alle diese 
Ebenen, zufolge (§. 38, IL), von einem Kegel zweiten. 
Grades berührt, und zwar findet dabei der besondere 
Umstand statt, dafs die Ebenen der StraUbuscbel B, Bj 
vom Kegel in denjenigen zwei Strahlen berülirt wer« 
den, deren entsprechende in ihrem Durchschnitte ver«- 
einigt sind. Daher werden auob die Gebilde A,B vom 
Kegel in denjenigen Elementen berührt, deren entsprer 
ehende in ihrem gegenseitigen Durchschnitte zusammen- 
treffen, d* h., trifft die Gerade A den Strahl d des 
Strahlbüschels B, und wird sie von demselben im Punkte 
^ getroffen, so wird sie vom Kegel im Punkte t> und 
die Ebene des Strahlbüschels wird von demselben im 
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Strahle e b^rfllirf. Denigemafs folgt der nacbsteheiide 
Satz: 

^Biefinden aich eine Gerade Aund ein ebe- 
ner Strablbfiscbel B, die profectiTisch sind, im 
Ranme in beliebiger Lage» lo berübren die 
Ebenen y ifvelcbe durch ihre entsprechenden 
Elenientenpaare bestimmt werden, irgend eine 
Kegelfläche zweiten Grades, deren Mittel- 
punkt (Scheitel) mit dem Mittelpunkt B des 
Strahlbüschels zusammenfällt, und welche die 
Gerade A und die Ebene des Strahlbttschels 
B in denjenigenElementen b,e berOhrt, deren 
entsprechende d, e (im gegenseitigen Durch- 
schnitte der Gebilde) sich treffen.** 

Bei diesem Satze können folgende zwei besondere 
Fälle eintreten. 1) Die Gerade A kann den Mittel- 
punkt des Strahlbüsichels B treffen; dann reduzirt sich 
der genannte Kegel auf die Gerade. A, d. b«, in die* 
sem Falle bilden die genannten berührenden Ebenen 
ein Ebenenbüschel, dessen Axe A ist« 2) Der Strahl- 
büschel B kann aus einem System paralleler Strahlen 
bestehen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein Cy* 
linder. > 

* 

' 50. Von den obigen sechs Fällen sind nun noch 
die zwei wichtigsten zu untersuchen (§.49,5,6.), näm«» 
lieh es ist noch zu untersuchen, welchen Gesetzen bei 
zwei pro) eoti vischen Geraden A, Ai, die im Baume 
beliebig liegen , die sämmtlichen Projectionsstrahlen, 
und bei zwei projectivisohen, im Baume beliebig lie- 
genden, Ebenenbüscbeln tH, tHi die Durchscbnittslinien 
der entsprechendem Ebenenpaare unterworfen sind, d. 
h,, welche Figuren durch sie erzeugt werden, und wel- 
che bonierkenswerthc Umstände dabei statt finden. Nach 
der Art, wie vorhin die vier übrigen Fälle betrachtet 
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worden, lassen sich über die gegenwirtigat Filfe tot- 
läufig folgende EigenscfaafCen angeben. 

Befinden sich xwei profectiviflche Gerade A, Ai in 
beliebiger Lage im Raome, so wird )eder beliebige 
Ptakt D mit den ihren ProjeelionsstraUen ein Sjatem 
Ton Ebenen bestinuM», weldie die gesannnten Beruh- 
mngseb^nen eines Kegels D zweiten Grades sind« Denn 
denkt man sich zwei eben^ StrahlbOsdiel B, Bi, deren 
Mittel^alikte tat D liegen, and welthe nik den gegebe- 
nen Geraden A, Af perspeetivisch sind, so sind die- 
selben vdter Sidi projectinsch (§. 11, III.) und erzeu- 
get», zufolge (§. 98, IL), den genannten Kegel; weil 
offenbar die Ebenen, welche durch die entsprechenden 
Strahlenpaare der Strahlbüsdiel B, Bi gehen^ diesdben 
sind, welche durch den Pnnkt D und dnrdi die ent- 
sprechenden Punltelipaare (oder die Projectionssirayen) 
der Geraden A, Ai bestimnil werden, woher denn die 
Richtigkeit der eben ausgesprochenen B e h auptu ng er« 
helle!. 

Befinden sich andererAeits zwei pr<»jeetf<viscfae Ebe- 
nenbüschel 9f, 8(i in bdiebiger schiefer Lage im Räume, 
sd wird irgend eine Ebene £ die gesamalti» Dnirdi^ 
schniltslinien ihrer entsprechenden Ebenenpaare in\ ei- 
nem Kegelschnitte schneiden, d. h., die Punkte, in wel- 
chen die Ebene allen- jenen Dorchschnittslinieii begeg« 
nct, bSden irgend einen Kegelschnitt. Denn dieEhfene 
E schneidet die gegebenen Ebenenbftschel 9(, 91^ in 
zwei ebenen Strahlbüsc&eih B,Bi, welche projeetivisch 
sind (weil 9( und ^r es sind), und welche also, zu- 
folge (§. 38, IV.), einen Kegelschnitt erzeugen^ der of- 
feubav der vorgenannte Kegelschnitt ist 

Demnach folgt also zuförderst, dafs: 
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^Wesn tfr«i projeciivi* «»Wenn iwei pro}eetiTl^ 

scÜe Gerade Af A« im Ran- 9che Ebenenbüschel SI. X^ 
me beliebig liegen» so sind im Räume beliebig liegen, 
dieEbenen, welcbe irgend »o wird die Fignr iFlIcbe)« 
ein beliebig angenommener welche dnrch die geeamm- 
Pnnkt D mit allen ihren tenDurchschnitUlinien ih- 
Proje ctions strahlen be- rer entsprechenden Ebe- 
stimmt, die gesammten Be- nenpaare bestimmt wird» 
rtthrangsebenen eine« Ke- ron jeder beliebigen £be- 
geU sweiten Grades» wel* ne £ in irgend* einem Ee* 
eher jenen Punkt zam'lSit- gelschnitte geschnitten.** 
telpankt hat** 

' 51, Um die begooneoe Untersiicbuiig (§. 50.) nadi 
ibrem ganzen Umfange darcbzuf (ihren i diene folgende 
BefracblaBg, durch urelcbe der Gegenstand voUiiandig 
nnd klar dargestellt wird« 

L Sind zwei Gerade A, A| mit einem und dem- 
selben JSbaienbfiBcbel As (weldier xnr Zweekmftfaigkeit 
iör die f^f^mmJlirti^e Betrachtung durch A«, stall durch 
Mtt wie bisher, beaeicbnet werden soU) penpectivisch 
(§^ 2^ lU.)/ so sind sie unter sich projectivisck» und 
wenn aie einander nacht sehneiden, so wird man ihre 
Lage ak eine beliebige schiefe Lage im Baume anse- 
hen könneau Da die entsprechenden Pwiktenpaare a 
imd Ol, b- und hu C und Ci, o. s. w, der Geraden A, Ai 
Mi den Ebenen cra, ßtp y%f u. s. w. des EbenenbQsdiels 
As lüsgra, ao müssen auch ihre Pro jectionsstfahlen Mu 

Ifcf, cCt, n« s« w., oder a, b, c, , in diesen Ebenen 

liegen und daher schneiden aUeProjectionssIrahlen, a,b,e, 
..;.., die Axe As, so daCs also dieselben ein System yon 
Getaden bilden, wovon jede die drei Geraden A, Ai, 
AsxScbneidet. -^ Sind anderersdts zwei EbenenbQschel 
Ay Ai mit einer und derselben Geraden As perspecti-» 
visch, also unter sich pro|ectifisch, und liegen ihre 
Axen A, Ai nicht in einer Ebene, so dafs also ihre 
Lage ak beliebig schief angesdicn werden hanti, so 
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begegnet die Dui^sdinittdiiiie je zweier enfqireclien- 
der Ebenen derselben, d« k, <fie Dorehsdinittslinieh 
der Ebaienpaare a und a^ ß und ßg^ y und yx^ vu s. w. 
offenbar jeder der drei Geraden A, Ai, A«. 

II. Geht man umgekehrt von der Forderung aus, 
es sollen 9 wenn im Raome irgend drei Gerade A, A|, 
As» woTon keine zwei in einer £bene liegoi, gegeben 

sind, andere Gerade a, b, c, d, gefanden wer- 

den, welche jene drei schneiden, so wird man, nach 
dem was man so eben (I.) gesehen hat, auf folgende 
zwei Arten cfer Aufgabe ihrem ganzen Umfange nach 
genOgen. 

o) durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa 
durch As, denke man sich eine beliebige Ebene a,, so 
wird diitee die zwei fibrigen Geraden A, A^ in zwei 
Punkten a, Oi schneiden, durch welche eine Gerade 
aOi oder a bestimmt wird, die offenbar der Forderung 
genOgt LäCst man nun in der Vorstellung die Ebene 
er, sich um A« herumbewegen, so sieht man die Ge- 
rade a längs der drei Geraden A, Ai, As fortgleiten, 
und zwar so, dafs sie nolhwendiger Weise uach und 

nach in die Lage jeder anderen Geraden b, c, d, 

gelängt, die der Aufgabe genOgt. Zugleich folgt dar- 
aus, dafs ^urch jeden Punkt jeder der zwei ^Geraden 
A, Ai eine, aber nur eine einzige schneidmide Ge- 
rade geht. Denn da die Ebene ar, durch ihre Bewe- 
gung ein EbenenbüscheL A, beschreibt, so sind die 
Geraden A,Ai, in Ansehung der entsprechenden Punk- 
tenpaare a und ai, 6 und %x «• s* ^m i<^ welchen sie 
•nach einander von jener bewegten Ebene geschnitten 
werden, projectivisch (§. 28, IH.), d. h., sie werden 

von den gesammten Geraden a, b, c, d, , welche 

die drei Geraden A, Aj, A, schneiden, projoclivisch 
geschnitten, so dats diese Schaar Gerader ihre Projee- 
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tioDtsfnUai siad* Diejenigen zwei echnddenden 6e« 
raden oder. ProJeetionstraMeil q, r^ welche nach den 
unendlich entfernten Punkten q, ri der Geraden A, Ai 
gerichtet sind, also die Paralljektrahlen (§. 9.), erhalt 
man, wenn die bewegte Ebmie a^ in die Lage kommt, 
wo sie mit A oder At parallel ist, nämlich ist sie mit 
A parallel, so wird sie die andere Gerade Ai im Punkte 
<{i schneiden, und ist sie mit A| parallel, so wird sie 
der A im Pankte t begegnen, und alsdann sind. die 
Strahlen, welche man durch diese Punkte <(i, r den 
Geraden A, At parallel zieht, die genannten Parallel- 
strahlen q, r. Hierdurch ist auch zugleich die Aufgabe 
gelöst: „Diejenige Gerade (q oder r) zu finden, 
welche irgend zwei (im Räume) gegebeneGerade 
(A^undAi, oder Ar und A) schneidet und mit irgend 
einer gegebenen dritten Geraden (Ander A|) pa- 
rallel ist.» 

Gleich wie die. zwei Geraden A, Ai vonderScbaar 
Gerader a, b, c, d, ..... projectivisch geschnitten wer- 
den, eben so werden auch die zwei Geraden A, A,, 
oder Ai, A3, und also alle drei Geraden A, Ai, A^ von 
denselben projectivisch geschnitten. 

b) In einer der drei gegebenen Geraden, etwa in 
A),.ndime man einen beliebigen Punkt ai an, und 
denke sich durch diesen und durch die zwei tibrigen 
Geraden A, A| zwei Ebenen a, cti, so wird die Dureh-r 
schnittslinie a der letzteren offenbar d/er obigen -Forde^ 
rung genügen» d. h., sie wird die drei Geraden A, Ai, 
At schneiden. Läfst man nun in der Yerstellung den 
Punkt a^ sich, in der Geraden A3 fortbewegen, so wird 
die genannte .Durchschnittslinie a längs der drei festen 
Geraden A, At, A% fortgleiten, und zwar so, dafs sie 
nach und nach in die Lage jeder anderen Geraden 
b, c, d, gelangt, die der Au%a]^e genügt. Dureb 
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)eden Punkt 4^ Genickii At geht deaiDach eine, imd 
nur eioe Gerade, welche die drei festen Geraden A, 
Äff At schneidet. Während der Punkt e« die Gerade 
At durcUiuft, drehen sich die genannten Ebenen er, cr^ 
rnn dieAxen A» Ai und beschreiben also zwei Ebenen* 
bfischel A» All die unter sich projectiTiscb sind, weil 
beide mit der Geraden At perspectivisch sind, nnd de* 
ren entsprechenden Ebenen aund «i, ß nnd /?i, y und 
fx u. s« w« jene Schaar Gerader a, b, c,*.... zäDurcb- 
schnitlslinien haben* Im Falle, wo d» un^idlich ent- 
fernte Punkt der Geraden At an die Stelle des beweg- 
ten Punktet Os tritt, warden offenbar die zugehörigen 
Ebenen (<», cri) der Geraden At^ paraHel, und folglich 
wird auch ihre Durchschnittslinie dieser GeradeA pa- 
rallel, so daCs man also daraus ein zweites Verfahren 
entttdhmen kann, um die yorhin (a.) angefahrte beson- 
dere Aufgabe: „eine Gerade zu finden, welche 
irgend zwei gegebene Gerade A, Ai schneidet 
and mit irgend einer gegebenen dritten Gera- 
den At parallel ist," zu lösen, nftmlich man legt 
durch A„ Ai diejenigen zwei Ebenm, welche der At 
parallel sind, so ist ihre Durchschnittslinie die ver- 
laogle Gerade« 

Eben so wie die genannte Sehaar sdineidaider Ge- 
raden a, b,. e, d, die Durehsehnittslinlen der ent- 

sprediendiSn Ebenenpaare m und ffi, und ß und ßj^ 
tt. a» w. zweier projeetivisehm EbenenbOschd A, At 
sind, sind sie es auch sowohl von zwei pro}e<^yisehen 
EbenenbQscheln A, A«, als Ai, At, und miHiin von 
drei pr^eetivisehen Ebenenbfischeln A, Ai, At* 

UL Irgend drei beliebige Gerade A, A^, At im 
Banme, wovon keine zwei in einer Ebene liegen^ kön- 
nen also (IL) Ton einer unz&Uigen Schaar anderer Ge- 
raden* a, b, c^ d, «•••• geschnitten werden,, und z?var 
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« 

drei Qerndea durch die Scbaar Gerader pro}e«liiiB^ 
ge^cbnittw werden i pnd Aifii sie endeFerieiU die Axa 
zweier projectinsdier £}>eiieabfiachel sind, deren^ ent- 
sprecbende Ebepea die Schear tob Geraden za Durcl^ 
echnitteUnira haben« Da die Lage vqjx zwei aolcbw 
furojeclivis^eQ Geraden oder EbeneobOscheUii wie ei- 
wa A und Ai» als eiae beliebige scUefe Lage angese* 
bea werden kann, so ist an vefmntben» daCs auch um- 

gekehrt dm Projoctionsstrahlen a, b» c, d» irgend 

zweiar schiefliegender prpje^Tischer Geraden A» Ai, 
0der die Bor^hschnittslini«»! a, h, e » d, ...•• der eniK 
spreehei^n Ebenenpaare irgend zweier schiefliegender 
pra|ectiviscber Ebeneuhüschel A, Ai allemal von vie- 
len anderen Geraden, wie etwa A«, geschnitten werden 
ktonen* Diese Vervuthnng wird wie £o]g;t als wahr 
erwiesen. 

a) Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A« 
in beliebiger schiefer Lage in ftaume, und man leg^ 
irgend eine Gerade A« so, daCs sie irgend drei Projec- 
tionsstrahlen derselben schneidet, etwa die Projection^ 
strahlen a, b, c (II,), so werden, wenn man sich fOr 
einen Augenblick die Scbaar Gerader denkt, welche 
die drei Geraden A, Ai, A, schneiden, die beiden ge- 
gebenen Geraden A, Ai von denselben projectivisch 
geschnitten (U.)? da nun die drei Geraden a^ b, o so« 
wohl zu dem einen als zu dem anderen Systan tob 
Projectionsstrahlen der Geraden A» Ai gehören, und 
da die projecüvische Beaiehung der letzteren durcb drei 
Projectionsstrahlen bestimmt ist, so sind folglich die 

ursprilnglichen Projectionsstrahlen a, b, c, d^ e, 

der Geraden A, Ai und die genannte Schaar Gerader, 
welche die drei Geraden A, Ai, A% schneiden, eine 
und dieselbe Schaar von Geraden, und folglich schneidet 
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)ede Genide Af, weldie irgend drei Pro|eclion88tnifcIen 
a, b, e der gegebenen G^adai A, Ai begegnet, anch 

alle Obrigen Projectionssüvhlen d, e, derselben. 

i) Befinden sich zwei projecÜTisdie EbenenbOschel 
A, Ai in beliebiger sdiiefer Lage nnd man legt irgend 
eine Gerade Af , welche irgend drei Dnrcbschnittslinien 
▼on entsprechenden Ebenenpaaren schneidet, etwa die 
Dnrcbschnittslinien a, b, c der Ebenenpaare a und cti, 
ß und ßif Y nnd fi^ so wird dieselbe nothwendiger 
Weise auch allen flbrigen Durchschnittslinien entspre- 
diender Ebenen begegnen; denn wollte man sich um 
die nS'mlichen Axen A, Ai zwei andere EbenenbOschel 
denken, die unter sich projectivisch und zwar beide 
zugleich mit jener Geraden At perspecüvisch wären, 
so dafs je zwei entsfMrechende Ebenen derselben durch 
den nämlichen Punkt der Geraden A9 gingen, so wür- 
den dieselben nicht von den gegebenen EbeneiibQscheln 
A, 'Ai Terschieden sein können, weil sie mit diesen 
die genannten drei entsprechenden Ebenenpaare gemein 
bitten, durch weldie eben c|ie projectivische Beziehung 
bestimmt ist. 

Aus beiden vorstehenden Betrachtungen (a, b.) 
^olgt also: 

1) „Dafs die Projections- 1) „Dafs die Darclischnitts- 

•trahlena,b, c, d; zweier linien a, b, c» d, der 

projectivischer Geraden A, eatspreebenden Ebenen 
A|» die sich in beliebiger zweier schiefliegtnder pro- 
schiefer Lage im Rannte jectiyiacherEbenenbüschel 
befinden, von nnzSbligen At A, von nnzShligen Gera- 

Geraden Ag, A,, A^^ denA^, A3, A4', ..... gesehnit- 

geachnitten werden können, ten werden können, nnd 
nnd zwar schneidet jede zwar schneidet jede der 
der letzteren alle jene Pro- letzteren alle jene Durch- 
jectionsstrablen,sobald sie schnittslfnien, sobald sie 
irgend drei derselben be- trgend drei derselben be- 
gegnet.** gegnet." 

2) „Dem- 
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2) y^BemnacIi haben dieProjectionsstrahlea 
zweier schiefliegender projectiviflcher Gera« 
den A, A^ im Räume und die Durchschnittsli» 
nien der entsprechendenEbenen zweier schief- 
liegender projectirischer Ebenenbüschel A»Ai 
gleiche Eigenschaft, nämlich sie sind eine 
Schaar von Geraden a^ b, c, d, e,..,..f welche 
Ton einer anderen Schaar von unzähligen Ge* 

reden A,Ai,A,, As, A4» geschnitten werden^ 

und zwar sind, zufolge (IL): 

,.|e zwei Gerade, die xa der „je iwei Gerade, die la der 
einen oder zn der andern einen oder zn der andern 
Schaar gehdren, nnter aich Schaar gehören, die Azen 
projectivischnnd die jedes- projectiyischer Ebenenbfi« 
malige andere Schaar Ge- sehet, deren entaprechende 
rader sind ihre Projec^ Ebenen die andere Schaar 
tionsairahlen»" ^^ DnrchtebnittBlinien ha- 

ben." 

Oder (IL): 

3) „Wenn im Ranme ir- 3) ,»Wenn im Ranme ir- 
gend drei Gerade A,A,,Aj, gend drei Ebenenbflechel 
^OYon keine zwei in einer A, A^, A^, Ton deren Azen 
Ebene liegen,gegeben sind; keine zwei in einer Ebene 
so giebt es in denselben liegen, gegeben sind, so 
unzählige mal drei solche giebt es in denselben an- 
Pnnkte, die in einer Gera- zfihlige mal drei solcheEbei 
den liegen, so dafs also die- nen, die sich in einer Ge- 
selben von einer nnzShli- raden schneiden, . welche 
gen Schaar Gerader a, b, den drei Axen begegnet, so 
c; d, ....... geschnitten wer- dafs also diese yon einer 

den können, und diese letz- Schaar Gerader geschnit- 
tern können hinwieder von ten werden, welche eben- 
einer andern Schaar Gera- falls von einer andernSchaar 
der geschnitten werden, zn Gerader geschnitten wer- 
welchcn auch jene drei Ge- den, zu welcher jene drei 
raden gehören; oder: Axen gehören; oder: 

„Wenn im Räume irgend drei Gerade A, 
Ai, A, irgend drei andere Gerade a, b, c schnei- 
den, so schneiden alleGeraden d, e, ....... wen 

13 
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che den drei ersten begegnen, alte Geraden 

As, A4, , welche den drei letzten begegnen*}; 

and es hal>en die zwei Scbaaren Gerader A, A^^ 

AiyAstA« f a, b, c, d, e,.... soIcheBeziehung 

zn einander;" 

„4,afs je xwei Gerade, clie M^afs je swei Gerade «as 

der Dlmlicben Scbaar an- einer Schaar die Axen pro- 

gehSren, unter sich pfojec- jectlTischerEbenenbfischel 

(iviscb aind nnd iwar die sind, deren entsprecbende 

•mdere Scbaar Gerader zn Ebenen die andere Scbaar 

Projectionsstrablen baben.** za Darcbscbnittslinien ha- 
ben." 

IV^ Zwei solche zosaminengcjidrige Scbaaren von 
Geraden, die einander gegenseitig schneiden, erfftlleo 
eine krumme, windschiefe Fläche zweiter Ordnung, 
ninlich das „einfache HyperboloSd*' (hjperbolo'ide 
k nne nappe). Blan kann daher, gemäfs der vorstehen- 
den Sätze, auch sagen: 

1) Jrgend zwei imRaame 1) «Jrgend zwei imRaame 
beliebig scbiefllegende pro- beliebig schiefliegende pro- 
{eetiTlsebe Gerade A, A^ jectiyisehe Ebenenbischel 
•rsettgea ein einfaches Hj* A, A, ersengen ein einfa« 
perbolold, d. b. sie and alle che«. Hyperboloid, d. h. die 
ihre Pro)eetion(istrahlen» Dnrchscbnittslinien ihrer 
■ebsl der Scbaar Gerader, entsprechenden Ebenen, 
welche die letzteren schnei- nebst der iSchaar Gerader, 
den, liegen in ^iaem einfa- welche dieselben schnei- 
eben Hyperboloid.** den, liegen in einem einfa* 

eben Hyperboloid." 

Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als 
durch zwd projectivisehe Gerade oder Ebenenbaschel 
A, A| erzeugt angesehen werden soll,, to mag es dordi 
([AA|} bezeichnet werden. 



^ *) Diese Eigenschaft wird hier mittelst der projectiTischen 
Seaehnngen unstreitig yiel einfacher bewiesen, als es z B. 1^ dem 
Beweise der fall ist, welchen Hachette im Jearnal f^r Ma- 
Ihematik» Bd. I. a 343. mitiheHt 
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Aus den Obigen folgen ferner onmiitelbiir nach* 
stehende Eigenschaften des einfachen HjperboIoIdB: 

2) „Das einfache Hyperboloid kann auf 
zifrei Arten durch Bewegung einer Geraden a 
oder Ay welche sich längs drei festen Geraden 
-Ay Aj» A9 oder a, b, c fortbewegt, erzeugt wer- 
den (111,3.); oder es enthält zwei Schaaren von 
Geraden (oder zwei Systeme Ton Strahlen)^ 
ivelche einander schneiden, und welche die 
vorhin (III, 3«) angegebene Beziehung zu ein- 
ander haben, nämlich: 

„Dafs die Geraden jeder „Dafa die Geraden jedelr 
Sehaar unter sieh pro|ecti* SchaarAxenpro}ectiTiacher 
▼iseli sind, and swar die Ebenenb. sind, deren eni- 
andere Scbaar Gerader zn sprechende Ebenen die an- 
Projectionaatrahlen haben." dere Scbaar Gerader in 

DQrchachnitialiniejihaben*^ 

Da hiemach jede Gerade, aus der einen oder aas 
der andern Schaar, Axe eines Ebenenböschels ist, des- 
sen Ebenen durch die jedesmalige andere Schaar Ge- 
rader gehen, so folgt also von selbst die bekannte Ei- 
genschaft: 

3) „Dafs jede Ebene, welche das einfache 
Hyperboloid in irgend einer Geraden schnei- 
det, dasselbe allemal noch in irgend einer an- 
dern Geraden schneidet, und dafs diese zwei 
Geraden nicht zu einerlei Schaar gehören.'* 

Jede solche Ebene, in der zwei Strahlen des Hy- 
perboloids tfegen, beifst „Berübrungsebene" desHj- 
perbololds, und der Punkt, in welchem sich die zwei 
in ihr liegenden Strahlen schneiden, heilst ihr „ Berti h- 
ruQgspunkt/' Mit Rücksicht auf diese Bemerkung 
lassen sich jetzt die obigen Sätze (§• 50.) wie f<dgt 
aussprechen: 

13* 
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4) »Alle Berikr«sgseb&> 4) „Der gegenseitige 
tteneiBesHjrperbololdg, die Darcbtcbniit eines .eiiifa* 
dnreh irgend einen be- eben Hyperboloids nnd ir- 
stimmten Pnnkt D geben, gend einer beliebigen Ebe- 
■mbillen einenKegel xwei> ne E, ist irgend ein Kegel- 
ten Grades."* scbnitt.** 

Da je zwei Gerade aoa einer Sebaar projectivUch 
aiod und die andere Schaar zn Projectionsstrablen ba- 
ben (2.)y und da sie im Allgemeinen, wenn sie nämlich 
nicht ähnlich sind, Parallekbrahlen haben (§• 9, L), so 
mfissen also irgend zwei Gerade aus der andern Schaar 
mit ihnen parallel sein, und daher folgt weiter: 

6) JDafs die zwei Schaaren Gerader eines 
einfachen Hyperboloids paarweise parallel 
sind, d. h«, dafs mit jeder beliebigen Geraden 
ans der einen Schaar eine bestimmte Gerade 
aus der andern Schaar parallel ist.'' 

Später, im dritten Band, wird durch weitere £nt« 
Wickelung zu dem letzten Satze noch folgende Eigen* 
Schaft hinzugefügt werden. 

6) „AUeEbenen, welche sich durch die ver- 
schiedenenPaare paralleler Geraden (5.) eines 
einfachen Hyperboloids legen lassen, schnei- 
den einander in einem und demselben Punkte, 
nämlich im Mittelpunkte des Hyperboloids, 
und alle berühren einen bestimmten Kegel 
zweiten Grades, welcher Asymptoten-Kegel 
des Hyperboloids genannt wird." 

Angenommen es seien etwa a und A zwei paral- 
lele Gerade, so werden, wenn man sich den Ebenen- 
büschcl A denkt, dessen Ebenen /?, y, d, ..... sämmt- 
lich der Geraden a parallel sein, und da dieselben 
durch die Schaar Gerader b, c, d, gehen, zu wel- 
cher auch a gehört (30, so .folgt also durch Umkeh- 
rung der nachstehende Satz: 
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7) »»l*Agl man darcli eine Scbaar Gerader 
eiaes einfachen Hyperboloids Ebenen, welche 
• amutlich mit irgend einer zu dieser Schaar 
gehörigen Geraden (a) parallel sind, so schnei- 
den sieh alle diese Ebenen in einer and der* 
selben Geraden (A), welche der andern Schaar 
angehört, und welche jener besondern Gera- 
den (a) parallel ist'* 

Von den Geraden, die in einem einfachen Hyper- 
boloid liegen, ist noch folgende merkwürdige Eigen- 
schaft, die sich auf ihre Richtung bezieht, anzugeben. 
Betrachtet man das Hyperboloid als durch zwei Ebe- 
nenbüschel, etwa durch die Ebenenbüschel A, A| er- 
zeugt, und denkt sich einen dritten Ebenenbüschel % 
der dem A gleich, und der so liegt, dafs die entpre- 
cbenden Ebenen (und also auch die Azen) der Ebenen- 
bQschel A, ^ parallel sind, und dafs sich die Axen 
der Ebenenbüschel 91, At schneiden, so werden also 
auch die zwei letzten EbenenbQschel projectivisch sein 
und einen Kegel [9(AJ zweiten Grades erzeugen (§.38^ 
IL). Da die entsprechenden Ebenen der Ebenenbüschel 
A , Sl parallel sind, und mithin von den entsprechenden 
Ebenen des Ebenenbüschels Ai in parallelen Geraden 
geschnitten werden, so folgt also, dafs die Strahlen des 
Hyperboloids [AAJ mit den Strahlen des Kegels [QlAi] 
parallel sind, d. h., es folgt daraus der nachstehende in- 
teressante Satz: 

8) „Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen 
Hyperboloids sind mit den Strahlen irgend 
eines bestimmten Kegels zweiten Grades pa- 
rallel, "So dafs, wenn man durch irgend einen 
beliebigen Punkt Strahlen sich denkt, welche 
den Strahlen des Hyperboloids parallel sind, 
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dieselben eine besfirnnteKegelflSche xweiten 

Grades erfüllen'**). 

Ans dem letzten Satze und aus den obigen Sätzen 
(2,4 rechts) folgt weiter: 

9) ^DaCs das einfache Hyperboloid , anfser den 
obigen Fällen (1, 2.), unter andern auch -durch fol- 
gende Angaben bestiuimty und auf die dabei bemerkte 
Art erzengt wird; nämlich: 

a) ,9 Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer -Schaar 
gehören und irgend ein ebener Schnitt (4. rechts) 
desselben gegeben sind; d. h., wenn im Räume 
irgend ein Kegelschnitt K und irgend zwei ihn schnei- 
dende Gerade, etwa A/ Ai, wovon aber keine in 
seiner Ebene liegt, und die auch nicht zusammen in 
einer Ebene liegen, gegeben sind; denn wird alsdann 
eine dritte Gerade a so bewegt, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A, A^ schnei- 
det, so beschreibt sie die genannte Fläche; oder 
wird alsdann durch jeden Punkt des Kegelschnitts 
R eine Gerade gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden A, A|. schneidet (IL), so sind alle jene 
Geraden die eine Schaar, und die zwei gegebenen 
Geraden gehören zu der anderen Schaar Gerader 
der genannten Fläche." 

b) „Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar 
gehören, und irgend ein Kegel, mit dessen Strah- 
len beide Schaaren Gerader parallel sind, gegeben 



*) Die Strahlen des Hyperboloids sind namentlich mit denen 
seines Asymptoten - Kegels (6.) parallel, und zwa^ liegt jeder StraU 
4eis letzteren in der Mitte zwischen denjenigen beiden Strahlen des 
Hyperboloids, mit welchen er parallel ist and mit denen er in ei- 
aer £bene liegt. Diese Eigenschaft nebst den obigen (3, 5, 6, 7, 8 
ond 9,b) habe ich schon bei einer früheren Gelegenheit, im Jonr- 
nsl f. Mathem. Bd. 2. S. 268, mitgetheilt. 
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•incl; d. b«, wenn irgend eia Kegel K iweiteiiOra'- 
des und irgend zwei Gerade A, Au welche toil 
zwei Strahlen dei Kegels parallel sind, aber nicht 
in einer Ebene liegen , gegeben sind; denn alsdann 
beschreibt eine dritte Gerade, die sich so bewegt, 
dafs sie stets die zwei gegebenen festen Geraden 
schneidet und bestandig irgend einem Strahl des 
Kegels parallel lauft, die genannte Flache; oder 
wird akdann mit jedem Strahl des Kegels eine 
Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden schneidet (II.) i >o sind alle solche Gera- 
den die eine Schaar und die zwei gegebenen Ge- 
* raden gehören zu der anderen Schaar Gerader der 
genannten Flache." 
c) „Wenn irgend zwei zu derselben Schaar gehörige 
Gerade A, A| und die Richtungen irgend dreier 
. andern Geraden gegeben sind ; denn da diese Rich- 
tungen dreien Geraden sowohl von der einen ab 
der andern Schaar angehören (5.), so sind Also, 
zufolge (IL)» diejenigen drei Geraden zu finden, 
welche die gegebenen zwei Geraden A,Ai schnei- 
den, d. h«, welche nicht mit diesen aus gleicher 
Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2.^ eintritt; 
(auch kann der gegenwartige Fall auf den vorherge- 
henden (b.) zurückgeftihrt werden).** 
Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen: 
10) „Dafs das einfache Hyperboloid der 
Form oder Gattung nach bestimmt ist, sobald 
irgend fflnf Strahlen desselben der Richtung 
nach gegeben sind, d. h,, es sind alsdann die 
Richtungen aller Übrigen Strahlen, also der 
Asy^mptotenkegel, genau bestimmt." 

52. In besonderen Fällen, wo die betrachteten pro- 
jectivischen Gebilde entweder ähnlich sind, oder eigen- 
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AtaüUbe Lage xa eiiModcr Ittbcn, eriiall muk Ae 
dardi sie enceugfe Fbdie, weide yoriiia na AUge* 
manm das emfache Hjperboloid w^ (§. 51, lY.), be- 
.saodere Gestalt, oder geht in Greufalie Ob«*, die za 
yeiscJuedciMa, tbeib bekamiteD, interessanten Stticn 
ftitmtL 

h Angenoaunen es seien irgend xwea Gerade mtB 
fiaitr der zwei Schaaren von Geraden A»,Ai, A^, A^, 

^•«..••nnd a, b, c, d, , die einander sehneiden (§.51, 

IV*), etwa die zwei Geraden A, A|, projectivisch 
thnlich, so müssen ihre nneodlich entfernten Pmikte 
einander entsprechen (§. 13, h), and also moCB einer 
ihrer Projectionsstrahlen, d. h«, eine Gerade der andern 
Schaar (a, b, c, ), unendlich entfernt sein, und da- 
her folgt weiter, dafs nicht nur jene zwei Geraden, 
sondern däCs je zwei Gerade der ersten Schaar A,|Au 

Asf projectiviscb ähnlich sind, weil sie den* 

selben unendlich entfernten Projectionsstrahl haben. 
Denkt man sich den Ebenenbüschel, welcher irgend 
eine Gerade der erstai Schaar, etwa die Gerade A^, 

zur Axe hat, so werden dessenEbenen cr^, /?,, y^i 

durch die zweite Schaar Gerader a, b, c, gehen 

(§• 51, IV.), und es wird diejenige Ebene, welche nach 
der vorerwähnten unendlich entfernten Geraden gerich- 
tet ist, uothwendiger Weise den Geraden A, A^ paral- 
lel sein, weil sie nach ihren unendlich entfernten Punk- 
ten gerichtet ist, und folglich vereiniget diese Ebene 
die Richtungen der drei Geraden A, A.i» A, in sich; 
da ein Gleiches statt findet, wenn anstatt der Geraden 
A% irgend eine der übrigen Geraden Ag, A4, ange- 
nommen wird, und da durch die Richtungen der zwei 
ersten Geraden A, A, alle Richtungen einer Ebene be« 
stimmt < sind , so müssen folglich die Richtungen aller 
Geraden A, A|, Aa, A3, A4, einer einzigen Ebene 
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angdiOreii, d. h.» diese S^kmr Gerader tiifiMeo sSaniit- 
lich einer Ebeii^ parallel sein, und zwar kann durdi 
)ede Gerade eine Sirfche Ebene gelegt werden , mit 
welcher alle parallel sind, nnd welche also alle Rid^ 
tangen der Geraden enthalt; alle solche Ebenen, sind 
folglich unter nch parallel, sie bilden einen EbenenbO- 
.acbel, der ans einem System Parallelebenen besteht und 
dessen Aie die genannte unendlich entfernte Gerade 
der zweiten Schaar ist Zur leichleren Festhdtung mag 
diese unendlich entfernte Gerade durch e bezeichnet 
werden, dann heifsen die Parallelebenen, nach der 

Reibe in der rie durch die Geraden A, Ai,As, As, 

geben, s, ei, e^, €3, Diese Parallelebenen werden, 

da sie, durch die erste Schaar Gerader A, A|, A%f A9, 

gehen, die andere Schaar längs derselben schnei« 

den, und zwar werden sie dieselben projectivisch 
ahnlich schneiden, weil Parallelebenen alle Gnaden, 
denen sie begegnen, in ^glejchem Yerbälüiifs theilen, 
und folglich werden anch die zweite Schaar Gerader 
a, b, c, d^ , von der ersten projectivisch ähn- 
lich geschnitten, daher müssen ihr auch dieselben Ei* 
genscbaften zukommen, wieder ersten, nämlich esmuCs 
einer ihrer Pro|ectioii8strahIen, d. h., eine Gerade der 
ersten Schaar, die An heifsen mag, unendlich entfernt 
sein, femer. müssen sie sämmtlich einer Ebene parallel 
sein, so dafs durch jede von ihnen eine Ebene gehf^ 
mit welcher sie alle parallel sind, und, dafs alle diese 

Ebenen, die nach derReihe,«», ßat y^y ^n, heifsen, 

unter sich parallel sind, und einen Ebenenbüscbel bil- 
den, dessen Axe die genannte unendlich entfernte Ge- 
rade An der ersten Schaar ist. Man stelle sich nun 
wiederum den vorhin erwähnten Ebenenbüschel At, des- 
sen Ebenen otj, ß%y y^f •••••! durch die zweite Schaar 
Gerader a, b, c, gehWj. vor, und achte auf den 
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ebenen Strahlbfi8chel, in welchein er von einer derFn- 

ralielebenen <r„, ßn, y^y , etwa von der Ebene a.» 

geficlinillen wird, und welcher StrabIbQsebel ebenfalls 
er. heifsen soll» so «werden offenbar die Strahlen a., b., c, 

dieses Strahibfischela der zweiten Scbaar Grerader 

a^byf^ parallel sein (weil, wenn z.B. eine Gerade a 

einer Ebene ccn parallel ist, dann jede durch a gehende 
Ebene a% die Ebene an in einem Strahl a« schneidet, 
der mit a parallel ist), woraus also folgt, dafs diese 
Schaar Gerader genau alle Richtungen eines ebenen 
Strahlbtlschels an, oder genau alle Richtungen einer 
Ebene er», enthalten. Aus gleichen Grflnden müssen 
auch die erste Schaar Gerader A, At, A«, As, ..... 
alle Richtungen eines ebenen Strahlbfischels, oder einer 
Ebene, ninlich der durch sie gehenden Parallelebenen 
s, Si, Ss, , umfassen. Da der Ebenenbllschel At ei- 
nerseits mit dem ebenen Strahlbüschel an in Ansehung 

der Elemente er,, /j^, y^, und an, bn, c., , und 

andererseits mit der Geraden A in Ansehung der Ele- 
mente «8, ß%^ yt^ und a, 6, t, , (wo nämlich 

üf 6i tf die Punkte sind, in welchen die Gerade 

A zugleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, c, 
geschnitten wird) perspectivisch ist, so sind folg- 
lich der ebene Slrahlbfischel or» und die Gerade A in 

Aosehttng der Elemente a„, bn c„, und «, $, C, 

^w..«. pr0)ectivtsch, und da ferner die Gerade A mit aU 
len übrigen Geraden der ersten Schaar Ai, A,, A„ 
»...* projectivisch ist, so folgt also: dafs die zweite 

Sdiaar (»erader a, b,-c, den Strahlen a«, bn, c«, 

eines ebenen Strabibüschels a„ parallel sind, wel- 

4^r mit den Geraden der ersten Schaar A, Ai, A«, 

Aa, pro|eetivisch ist. Dcsgreichen sind die erste 

v$chaar Gerader A, A|, A^, A3, den Strahlen eines 

ebenen Stmblbttschels pBrallel, weicher mit der zweiten 
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Scbaar Gerader a^ h, c, pro)ecliYtecb kl, «nd 

-vrelGher, t. B. ia der Ebene « dargesidit, « hei(sen mIL 
I>a, wie Toriiin bemerkt worden, die swri Schaaten 

Cverader A, Aj, A^, As» , a^ b» c, dy....aut swca 

Ebenen «, ita (oder yieluiebr mit xwei Syateaen Pi^ 

rallelebeoen €, ^n «s, , crn» /9af }^b, ) parallel 

sind, and xwar genau alle Ricbtongen derselben er- 
schöpfen , wogegen sie früher beim allgemeiiien Falle 
mit den $trahlen eines Kegels zweiten Grades (d«s 
Asjmptotenkegels) parallel waren (§. 51» IV* 8«)f M 
folgt alsOy dafs dieser Kegel im gegenwMigeii Falle 
sich hl )ene zwei Ebenen aufgelöst hat, und soaul is 
einen Grenzfall fibergegangen ist Jene Ebenen haben 
, femer die Eigenschaft, dafs, da jede dnrdi eine esdiieh 
entfernte und durch eine unendlich entfernte Gerade 
geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Gerade» 
nothwendiger Weise unendlich entfernt sein mufa, ihre 
Berührungspunkte (§. 51, IV.) mit der krummenFläche 
(welche durch die zwei Schaaren Gerader erfüllt wird) 
unendlich entfernt ist, woher denn jede solche Ebene 
„Asymptotenebene** genannt werden kann^ so daCs 
also im gegenwärtigen Falle der Flftche zwd Systeme 
Asymptotenebeneu s, €|, s^, , an, /fn, /«, « zu- 
kommen. Die Scbaar Gerader A, At, A^, At> ••••« niid 
projectivisch ähnlich, und zwar in Ansehung der Punkte^ 
in welchen sie Ton den Asymptotenebenen Oa, /?>, ya$ 

geschnitten werden (weil diese Ebenen durch die 

zweite Scbaar Gerader a, b, c, ..... gehen), daher 
werden )e zwei derselben, welche unter gleichen Win- 
keln zu diesen Ebenen geneigt sind, oflenbar projeo- 
tivisch gleich sein, und dafs sie in der That paar- 
weise profectivisch gleich sind, und da& ein Gleiches 

bei der zweiten Schaar Gerader a, b, c, d, statt 

findet^ kann leicht gezeigt werden. DMtt matt denke 
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fidi xwci AftjBiplateiidbeaai, dwa « wnd o«, ncBoe 
ftiie DorchsduHllsliiiie X, und denke aidi in der lcfa&- 
len Ebene a. den dmien Stnhlbilediel o.» de3ecii 
Sirayen a«, b., c«,.«..^ den Geraden a, b, c, pa- 
rallel find, ao wird irgend ein besiinmiter Stradd xn 
der Dnrdiicbnitlslinie X senkredit sein, und sodann 
werden Ton den fibrigen Strahlen imnier zwei nnd xwei 
aewobl aul )eneai Sbahl, als mit der Durcbschnittslinie 
X gleidie Winkel bilden, und daher noth wendig«* 
Weise za der ersten Ebene s anter gleichen Winkeln 
geneigt sein, woraus dann weiter f olgl» dafs auch die ib- 

nen parallelen Geraden a, b, c, paarweise mit der 

Ebene s gleiche Neigungswinkel bilden, und folglidi 
paarweise projecÜTisch gleich sind. Diejenige Gerade 
Aetf wdche dem besondem Strahle, der zu der Durch- 
Schnittslinie X senkrecht ist, parallel ist, kann mit kei- 
ner andern projectiTisch gleich sein; angenommen es 
sei dies die Gerade a, dureh welche die Asymptoten- 
ebene ajr<geht, so wird also a auf X senkrecht stehen; 
ans gleichen Gründen mufs unter der ersten Schsar 
Gerader A, Ai, At, A9, sich eine bestimmte be- 
finden, die mit keiner andern projectivisch gleich is^ 
angenommen es sei die Gerade A , durch welche die 
Asymptotenebeoc c geht, so wird also auch A zu X 
senkrecht sein; demnach mufs denn auch die durch die 
zwei Geraden a, A gehende Berflbrungsebene (aA) auf^ 
der Durchscbnittslinie X, und folglich auf beiden Sy- 
stemen Asymptotenebenen €, €1, $2 fOnf ßnj yuf • 

zugleich senkrecht stehen; unter diesen Umständen wird 
X mAxc*' und der Durchschnittspunkt der Geraden a» 
A, oder der Berührungspunkt der Ebene (aA), wei- 
cher fd heilBen mag, wird „ScheiteT' der krummen 
Flache, gei^annt. ^ Wird die krumme Fläche von irgend 
einer beliebigen Ebene. £ geschnitten, so mufs der 
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Sdmilt olfenbftr im AIlgemeiDen eine Hjpeiliel saiii^ 

denn da die Fläche zwei nnendlidi entfernte Gende 

hat, miifs er zwei unendlich äilierote PanUe hiben, 

nach den» nSmlich die zwei DurchschnilUlinieii^ iif 

"welchen die Aijmptotenebenen e, a« von der Ebene 

E geschnitten werden , gerichtet sind, er muCs folglidl 

eine. Hyperbel seiny deren Asymptoten diesen DurdH 

scbnittslkiien parallel sind; in dem besondem Falle aber, 

wo diese Darchschnittslinien der Axe X paralld^ sind 

(wo nftmlich die schneidende Ebene £ der Axe X, oder 

der Durchschnittslinie irgend zweier Asymptoteneben» 

parallel ist), und wo sie also nach einem einziged 

unendlich entfernten Punkte gerichtet sind, geht die ge* 

nannte Hyperbel in eine Parabel Aber; den Asympto« 

ten der genannten Hyperbel sind femer auch irgend 

zwei Gerade aus den zwei Schaaren Gerader A, A|^ 

A«, At, , a, b, c, dy parallel, nimlieh ^edes-s 

mal diejenigen zwei, welche jenen Durchschnittslinieii 
parallel sind, in welchen die Asymptotenebenen s, ccu 
▼on der Ebene E geschnitten werden. «— Je zwei Ge- 
rade aus einer der zwei Schaaren A/Ai, A9, , a, b^ 

c, , wiez. B. dieGeraden A, Aü Bind Axen zweier 

projectivischer Ebenenbösdiel , deren entsprechende 
Ebenen die jedesmalige andere Schaar zu Durchschnitts* 
1; aaben (§• 51, UI.)» diejenigen zwei entsprechen^ 
den Ebenen aber, welche die unendlich entfernte Ge- 
rade e der andern Schaar zur Durchschnittslinie haben, 
also die Ebenen e, e^ müssen notb'wendiger Weise pa« 
rallel sein, und da dies die einzige Eigenthfimlichkeif 
ist, wodurch sich in diesem^ Falle die zwei Ebenenbfi-' 
sehe! auszeichnen, so ist klar, daCs umgekehrt, "wenn 
irgend zwei projectiviscbe' Ebenenbüschel A, Ai sicli 
in solcher schiefer Lage befiiiden, wo irgoid twei ent-^ 
sprechende Ebenen parallel sind^ alsdann alle oben 
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■ygalniiw UsMlfeide tmi Eigentdiafteü Mitt finden 



Unter diesen besondernUmttinden beibt die knunne 
Flldie nicht niehr ctniadiee Hyperboloid, sondern Jt^y-^ 
perbolisebes Parabolold." Ans der obigen Be- 
'■'sditnng folgen necbstdiende EigensdiaAen und £rzeo> 
gnngsarten des hjperboliscben Pu^abololds. 

1) y,Das byperbolisehe Parabolöld bat un- 
ter andern folgende wesentliche Eigenschaft 
lern a) es enthalt xwei Schaaren Gerader A, Aj, 

Af, At9 t *» ^f ^t dy ^i^ einander projec- 

tiTiscb ihnlicb schneiden; auch sind die Ge- 
raden feder Schaar paarweise proiectivisch 
gleich, so dafs )ede Gerade einer bestimmten 
andern Geraden projectivisch gleich ist; xwei 
Gerade A» a, ans jeder Schaar eine» machen 
bierin eine Ansnahme, JL h., sie haben nicht 
ihres Gleichen; b) swei andere Gerade A«, e, 
ans )eder Schaar eine, sind unendlich entfernt; 

c) durch Jede Schaar Geraden geht ein System 
^arallelebenen, welche nach der unendlich 
entfernten Geraden der andeirn Schaar gerieb« 
fett und welche daher Asjmptotenebenen sind» 
so dafs es also sweiSjrsteme paralleler Asymp*- 
lotenebenen «, «,, «,, , «., /f«, y„ ..... hat; 

d) )ede Sehaar Gerader sind den.;A8ymptoten« 
ebenen» welche durch die andere Schaar ge« 
ben» parallel und sie umfassen genau alleRicb* 
tungen dieser Ebenen» so dafs die Sirahleo 
eines Strahlbflschels in einer dieser Ebenen^ 
genau die Richtungen aller jenerGeraden dar- 
stellen» d. L» jeder Strahl ist einer bestimmten 
Geraden parallel» und auch umgekehrt; e) }e- 
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der solche Strahlbftscheli deaeen Strahlen mit 
der einen Schaar Gerader parallel sind» aal 
nait den Geraden der andern Schaar projecti- 
viach (wobei nftnlich jeder Punkt, in welcheai 
eine dieser Geraden von einer von jenen Gor 
raden goaehnitten wird, demjenigen Strahl des 
Strabibaachela entapridity welcher der letz- 
tern Geraden parallel iat); () jedea Paar pro- 
jectiviacb f;leicber Gerad# (a) aua der einen 
Schaar» aindzu den Aaymptotenebenen» welche 
durch die andere Schaar geben, unter gleichen 
Winkeln geneigt, und aoch umgekehrt; g) jene 
xwei beaondern Geraden A, a, die mit keiner 
andern projectiviacb gleich aind» aind der 
Richtung nach xu denDarchacbnittalinien der 
xwei Systeme Aayroptetenebenen rechtwink- 
lig, ao dafa also ihre Ebene (aA) zu allen 
Aajmptotenebenen und xu derenDurcbaehnitta- 
linien recbtwioklig iat; ihrDorchschnittapunkt 
Sl heifat Scheitel und die Durchscbnittslinie 
X der durch sie gehenden Asjmptotenebenen 
e, #« beifst Axe, ihre E^bene (aA), die Berfih« 
rungsebene im Scheitel^ ist die einzige Be« 
rtihrnngsebene, die auf der Axe X rechtwink- 
lig steht; h) endlich wird es (das Parabolold) 
von einer beliebigen Ebene E imAllgemeinen 
In einer Hyperbel geschnitten, deren Aaymp* 
toten denDurchachuittaliniei^ in welchen die- 
aelbe die zwei Systeme Aaymptotenebenen 
achneidet, und daher auch irgend xwet Gera- 
den, die zu den xwei Schaar en Gerader (a) ge- 
hören, parallel sind, und nur in dem beson- 
dern Falle, wo die aehneidende Ebene^ E der 
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Axe X parallel ist, wird es ia einer Parabel 
geselinitten''*). 

9) lyDas hyperbolische Parabolold ist an- 
ter andern in folgenden Fällen bestimmt nnd 
wird auf die dabei bemerkten Arten erzeugt: 

a) durch irgend zwei projectiyisch ähnliche 
oder gleiche Gerade A, Ai, die im Ranme 
beliebig schiefliegen; nämlich die Gera- 
den gehören zu der einen Schaar und 
ihre Projectionsstrahlen sind die sämmt« 

*liche andere Schaar Geradfer^ 

b) durch zwei beliebige projectivische Ebe- 
nenbflschel A, Ai» die im Räume schief 
liegen, aber so> dafs irgend zwei ent- 
sprechende Ebenen parallel sind; nämr 
lieh die Axen der Ebenenbüschei gehö* 
ren zu der einen Schaar, und die Durch- 
Schnittslinien ihrer entsprechend eji Ebe- 
nen sind die andere Schaar Gerader; 

c)'durch zwei projectiTischeEbeneubfischet, 
wovon der eine aus einem System Paral« 
lelebenen besteht, also eine unendliich 
entfernte Axe (An oder e) hat, und wenn 
die Axe des andern jene Ebenen sehnei- 
det; nämlich ihre Axen gehören zu der 
einen Schaar und die Durchschnittslinien 
ihrer entsprechenden Ebenen sinddie an- 
dere Schaar Gerader, unil die Parallel- 
ebenen 



*) Das sogenannte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im 
zweiten Bande S. 238 seiner Sammlang geom.' Aufsahen be- 
trachtet j ist» wie man bemerken wird, ein begrenzter Theil eiaef 
hyperbolischen Parabolotds, und die daselbst bewiesenen Eigea- 
schaften folgen nnmiUelbar ans den hier oben stehenden. 
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> eben«» sind d»» eineSytteiu Asymptoten« 

d). durch irgeBd drei Gerade A» A|» Af, die 

• mit irgend einer Ebene «t parftllel sind, 

aber vr-oron keine t^nei in'ei^ep Efbene 

lieg«9( kitmlicb dieElMie^^iat eine Aeymp- 

totebebene^ niid die Geraden gebOxen zu 

... der einen Scbaav und alle sie schneiden- 
den Geraden sind die andere Sohaac Ge-» 

... rader^ 0der eine Gerade a^ die sich so 

bewegt» daCs sie stets jene drei schneidet^ 

bescbj&eibt die andere Schaar Geradeiv 

. . : und somit die vorgenannte Fläche; 

. e) dnrcb irgend zwei beliebige Gerade A» 

., At im Räume und durch eine beliebige^ 
sie scbneidende» Ebene o»» welche als 
Asyniptotenebene angenommen wird} 
nämlich die Geraden .gehören «u der i»h 
nen Schaar, u.pd. alle Geraden^ welche: die^ 
selben schn^i^d^n und mit der Ebene a^ 
parallel. sind, sind die andere Schaar G^ 

^ rader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dafs sie stets jene zwei schnei- 
det und beständig mit der Ebene paralliel 
ist, beschreibt die genannte Fläche; 

d) durch irgend eine Gerade A und irgend- 
einen ebenen Strahlbüscbel an die pro- 
j.ectiviscb sind, und so liegen, dafsjen« 
nicht mit der Ebene des letzteren paral- 
lel ist; nämlich die Ebene des Strahlbfi- 
schels ist eine Asymptotenebene^ und die* 
Gerade gehört zu der einen Schaar und 
diejenigenGeraden die sie schneiden, und; 
wovon jede demjenigen Strahl des^ttahK' 

14 
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Durchschnittspankte entspricht, miitd die 

'>!'. .^ikdi*r^ 3cba(ar<6er4del;, oder eifkewGrbraide 

/ *<'>ai die fi4i}h.80 bewigif .daf$ sie stets^ijene 

. t!Ger»d;^ A scbneidet und in ledem Augen- 

; .bKe-k dem ibr^iH Duvcfascbfiittayiijtkf ent- 

.:.: rapt^d^endeorStrabl de« Strablb^llatbels 

.1 j^jbUcl iaC; beschreibt die ganbnnte 

l&ie Zabt dieser Fälle läfet sich leieht TermehreDy 
si B« dadärdi,' dels auch die Hyperb^ %tlidlPiarabet'(l,h.) 
dt ^beitimtnetide Elemente angenommen ift^tden '^). 

II. Von» byperbidisehen Parabolold find^ ein be- 
sonderer ^PaH sta^, der feich kam aU^emeineti Falle ^bn- 
lieb tfi^bälty Wie die glelebseitige Hyperbel «ur JieUebt- 
f^, filiMliteh' derjenige Fall > vro die zwei Systeme 
Asyiaptoteiieben^n zu einander recbtwinklig sind. 
Itabed' A, a die ihnen bei der obigen Betrachtung (L) 
beigelegte Eigetecbaft, dafs sie zu de^ DnrchsebDitts- 
Uilief^X der Asymplofenebenen e, ir» T^cbtwiaklig sind, 
sd Mfi also im- er\i^hnten beson^hi flallo sowohl A 



*; ■ .. • . » 



*) Bei ciein Grenzfalle , wo die gegebene Gerade A der Ebene 
iei StrdiMbiischels <%„ parallel Wird ($id in ciriem unendlich ent- 
fernten Fankle ickn6id«t>,' Iritt an die 8telk der g(»n«niiiei]^ kram* 
i^f\}ip}ie, die I^rabd, d* b.^ die «uf dj& aogegebeiic^ 4rt;)>e- 
stimniten Geraden; (zweite Scbaar Gerader), Bebst der gegebe- 
nen ' Geraden A, sind die gesammteh Tangenten einer Parabel, 
^fett JEbdne 'mü der Ebenie des Strablbüscbels parolUl iel. [ 

**} Das sjnthetiscbe Haupt merlcm al , woäurcK sieb die' gegen- 
wärtige ' FItebe Yotti eitffaeben Uypcrrbolotd nnterscbeidet, faestebt 
BümVcb idvria« dafs m 2w«i ttnendlicb/eDiferntei Gerade «ntbält; 
a^ba^ daberaus irgend welch«i Gründen folgte dflfs die e^eugte 
&ammeFlMclie eine (oder zwei) unepdlicb jB.ntfernte Gerade bat, so 
Oi'Ariraas asü'sc^ljefsen, dafe sie nidjfC mebr das ' all^emehie ein- 
fakHe.Hyjierlwbll, soidern die oben geodante Fllicbe ist«' 
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9ä tiertheut Hi,<Bls ii.su der!Ebene:l i^ihrteht Bein, 

und dAori^ird: AtZtt ftllen' Gfradbn . a^ b^ o/B, , 

»&d a vxli: .aiifiik Geraden A^» AirA%, A^,i!««Ai^Hiefnk- 
re'fchtiaeJiii/'iiteiDdiea^f Schaare»! Gerader ^eaeir Ebe- 
nes €4» « paihlkl AindiiWird die krumme FUcb« unter 
diesea Vniftänden^gl^teli« eilige« h^parboiitaches 
ParaboIoSd'^ ^aannl, so folgen abo ffiraie liacbttehen- 
de besondere Eigenaobaften und EraeugungsBrlenf Xh !•): 
I)i„&eimi gleichzeitigen, byperpolitchen 
Paeabo-iold aiü^d a)die zw'ai Systelaa Aaymp- 
t^Oitepabeoen zu einander recbtwinkli^^lr) eine 
b^eatiimle iGerade aus jeder «Schaiir)<]rex'ader 
ist'zu. allen Geraden der>a«idern/SiGba:ar ^(und 
zu. ^en dikrcbi. diese geheiirdeh > Asyribptoten- 
ebjonexk) r^chtiiviiiklig/' Und^umgekebHin. n 

3)-nWeiin beii einem b?fperb.oIt«cbett Para- 
bolQ'id eine Gerade aus der einän ScKaiar zu 
irgend zwei Geraden der andern .Sehaar, oder 
ZU; iein-er Aatympfotenebene» rjeckt^wiikkliig ist, 
so ist es ein gleiobseitif^a.'' • J- 

} ;3) y^Das iglei'ebseitige byperbolisidheip^a- 

boloid YFird besitimait und. erzeugt: i >>ji*> 

i) durcii irg^eüd znei projectiiti^sch« ä^bnliche 

Gel'adß, aobilld siie im Raiime. inS solche 

\,-. , aicliiefe Lage.gebraebt irerden/dafa^beide 

. . zuisgend einem und dejn«elbe-n Pirojec- 

', . llianiBstrahl recfatwtnkÜg'ainjd;*.: 

< b) durch, irgend. zweitprojejctiTische £tbißnen- 

. bfi£ckel, isöbald aieiinS'Olcbe: schiefe La« 

.■■, ge gebriaoht« werden, dtäfs» >Tdn' de4i'>>zwei 

' isoispr^tcheitden >Ebenanpaaren,* welche 

.die ^ntsprecbendeoixechtenmriuÜet ein- 

> . S;qblUCacln C§i 30^' ^l-X daaieima; edier an- 

i ! dMe Paar paraiULiat; nJinilaofe (lie'JiiF'urch- 

14* 






Si2 • KrMUgnlise projeclWiscIier iCrcldd««- « 52* 

ni . : 'icMillBliiiie^ de« anderen Pa^rs' ist *al«- 

Aann eine der genannten Geraden h^ a; * 

.: c) daxch.^twerprojeetlTischeEb^benbüftche^ 
! ! woTon der eive ans Paraltel^beiieQ «bc^ 
. : stellt^ aafvrele&eD dieAxe des anderen 
; senkrecht sieht; nänllch diede Axe ist 
• alsdann eine der genanntenGeraden A, a; 
: .d) 1) durch irgend drei Gerade Ai, A,, A3, wo* 
>Ton ; keine zwei in einer £l)ene liegen^ 
aher die irgendeinevierte Gerade a reeht- 
t winklig schneiden; oder: 2) durch 'irgend 
«wei Gerade, die nicht in einer Ebene 
: ;llegeni weniiisie als zu einer Schaar Ge« 
rifder, und zwar die eine als eine der ge« 
nannten besonderen Geraden A, a, ange^ 
isehen werden; nämlich eine dritteGerade, 
.'die sich so bewegt, dafs sie stets )ene 
zwei gegebenen festen Geraden scheidet^ 
ündizwair zu der einen st^ts rechtwinklig 
ist, beschreibt, die genannte Fl&che; < 
'e) durcb Irgend zwei Gerade, die nicht in 
einer Ebene liegen, and irgend eine Ebe^ 
ne, welche dtirch eine, solche dritte Ge- 
. rade geht, die der Richtung nach- zu je- 
nen zwei Geraden rechtwinklig ist^siekann 
diese auch schneiden), wenn jene zwei Gera- 
den als einer Schaar angehörend und die 
: Ebene als Asymptotenebene angesehen 
. wird; nämlich alsdann wird eine Gerade 
die sich so. bewegt,, dafs sie stets jene 
:zwei festen Geraden schneidet, und be- 
ständig jener festen Ebene parallel bleibt, 
t dl« genannte Fläche beschreiben; (die 
; > i AajnptoleBtbene Jnääxxl übrigen? noch enler fol- 
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«if iigeiid einer anderen Wkf&nit,M0»dm hddM 
-il ; Genidett parailol ist» TefcbtwiDUtg' steht; odelr 
'.!. weldie sdlefae Lage. .hat, < dab die Ebenen der 
lui Neignngfltrinkely wekbe die awei Geraden nll 

ihr bilden> parallel sind); 
. f) durch eine Gerad« (A) nnd einen ebenen 
Str.ahlbttachel (««), die pröjectiTiaeh aind^ 
. uikd erstere auf der Ebene desi letzteren 
senkrecht steht, and wenn die. Geradii 
. . als der einen Schaar Gerader angehörend 
und die Strahlen. des. Str.ahlbaschelsials 
der anderen Schaar Gerader parallel ariH 
genommen werden; nämlich ailädanti witi 
eine Gerade, die sich so bewegt, dafs sia 
siets die gegebene'feste Gerade schnei- 
det und in jedem Augenblick demjejuigeD 
Strahl des Strahlbflschels |iarallel istt^ 
welcher ihremDurchschnittspunkt (iiiAiit 
• sebnng der projectirischen Besiehung) 
: .entspricht, die oben genannte FUchb b^i 
schreiben.** ! .( 1 

,93.: And^e besondere Fälle (§. b2.)/f^olti in 
Hinsicht der Erzeugongdartv der Gestalt und ddt Mgtäf 
Schäften der durch projectivische Gebilde erzeugten 
krummen Flächen eig^nthiUnliche Umstände statt finden, 
sUid folgende: 

I. Zunächst mögen einige Eigenschaften, -derea 
Richtigkeit sich aus den ersten Elementen der Geöibie-; 
trie ergiebt, vorangeschickt werden. Wenn man päin«; 
lieh in einer Ebene zwei beliebige Strablböschel B,. B|i 
betfaichtet, so findet man, dafs auf jedem Strahl des 
einen ein bestinmjiter Strahl des andern , rechtYmklig^ 
steht; angenommen es seien die. Strahlen atb, c^Ä<»»« 
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jthi iflirahlbtliriW» rBt twIA'yiet Reihe m tii^ StraUen 
9i4ihl, ojidi^i.,;.^^ fitfaUhAscbcls B^ rec&twinklig. 
Bie> I]Hirf<^clpltibpniiikt9T dotl zk ' ehiamdcr ii«cht«f inkli-- 
pk SlraUdnpiiire<iifageii bi-^einkr VämslhdB,^ vrelche 
ßim Gerade BBr/'diei^ die Miftelpcuikt'e derSCrabftüschel 
verbindet, zum Durchmeaier hat» Daher ^il die Strahl- 
bllflchel:> io-Ainekiog diet sd einandec rechtwi^ligen 
StmUeitpaare projectifriscfa (§. 38; IÜ.>. Also : 
r *'^;fT^4nd'^nei ebene Strahlbttteh^t B, B^, 
dlero^indr £beiie. liegeQy sind in Ansehung 
Aer lUi einander reofatyriiikligeii' Strahlen a, b, 
e|'d^J;vJ.; iiridl»iVl)i>^, *dii,ti.«..i projeclirischy 
tmd ie^beugjßa !Bi;n«d Kreis, in welchem ihre 
lÜltaipahldt£:die'C/ndp«nkte einesDurcbmes- 

'i ) (f Bfittekl) dies£l^ einfachen Satzes läfst l^ich mm leicht 
nsgm, {hfs'bel zwei ebenen Strabibüscheln B, B| die 
iti^eirieii StraJilbQächel D liegen/ änd bei kwei Ebenen- 
bfticbeHi'A, A^ dieii» Raain^ oder in einem Strahl- 
£tt8eh^ll> beliebig liegen, Shnbcbe StHze slatt ünden, 
attd denen' dch* aiehrere merkwürdige* Folgerungen zie- 
hen lassen. 

n 'iL Man denke sich zwdi Ebenenbdsbhel A, A^ 
deren* Aien beliebige^ gegeilseitige Lage babcfn (nur 

^ Die bekannte Umkelining dieses Satzes Leifst: 
„Bewegt sich ein rechter Winkel (aa|) in Biner Ehe* 
9Aia^, dafft. seine Schenkel a, a| stets daroh irgend 
tXij^X feste Punkte B, B« gehen, so durchUnft seim 
Scheitel (aa|) eine Kreislinie, welche den Abstand 
d'er 'fe'&ten' Punkte ' Ton einander zum Durchmesser 
Wt.**- l :.. ' .-....• ..:-.,... 

,. ^D|fi|^er nn4 der pbigß Satz sind übrigens mir besondere, Fidle 
TO^ . denjenigen Sätzen» die .mi^ unter den gleicheq Bedingungen 
mäVj ytenn anstdtt des rechten Winkels ^ irgend ein anderer be- 
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..nick <dleF>Rtditu|ig nach ztt Miänder rechMiillg^siiidX 

M tvirdt auf jeder Kb^e des einen EbenenbOidbilb ix- 

geiid eiiie be^tinuute Ebene des andern r^htwinkitg 

aelB, ao'dal« also ihre Ebene» paarweise xa -elnan^^r 

'reckt winklig «ind. Angenommen es seien. <]io Ebiwen 

'^) ßy'yr ^9 des Ebenenbüscbcls A nacii der Reibe 

ztt den Ebenen. iTi , /^i» Tu ^i> .des Ebenenbieoheb 

'Ai r^cbtwinUigy und 'die Darchgchnitlslinien • der sü 
lekiaiKder rechtwiokligeQ Ebenenpaare beifsen nach der 

A^be a^, b^, c,, d,, lM[an denke aioh ferber Ir- 

-gei|4' eHiA Ebene £, welche zu der Ave des eineliEbe- 

(liteiibQscäiels, etwa zu. A, rechtwinklig i%t, so wirddie- 

Mibe die Ebenenbusehel A, Ai in zwei ebenen Strahl- 

^rbb8dleln B-, Bi schneiden, deren MiUelpunkte B/ Ba 

-ndndichJn den Axen A, Ai, und deren Strahlen a»^b, 

Vy .^Lyiaiy bx» tu ..... in. den Ebenen a, ß^ y^ ....;, 

. '<*t> fli9 Ti '..•• liegen (§, 27, IL), und es wird die 

l^ene £ za alleft Oßbenen a, /9, y^ roefatwinklig 

sein, weil sie es zu der Axe A ist. Sodann ist klar, 

dafs, da z« B. die Ebenen E, ai beide zu der Ebene 

€1^ rechtwinklig sind, auch ihre DurcbschBittsUnie Si zu 

>derseibe« rechtwinklig ist, und dafs dieäe soiMt audi 

4U1 den Geraden a senkk'echt ist, weil letztere in der 

i£bene a liegt; und da aus gleichen Gründen folgt, dats 

j€J zwei gleichnamige Strahlen der Strablbüschel B, Bl, 

idso^ fr und bi, c und c^, dund di, u. s. w. zu einan- 

'4)er iedllHTinklig sind, . so geht * also daraus hervor: 

'^) dafs die Üurchsohniftspunkte aller dieser Stfahlen* 

^poafte in' '0ttier Kreislinie liegen, welche die Cerade 

^•l^iv' die die Mittelpunkte der Strahtbiischel B, Bi ver- 

bindiet, zum Durchmesset^ hat (I.); woraus denn weiter 

.A)igt, 3b) dafe die Striihlbüschet B; B^, ifei Anseiiung 

•)ener Strahlen paare, projectivisch sind, und c) dafs al- 

leo 'aiioh' die Ebeiveübäsohel A, Ai in Ansehung ihrer 
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m finaarfar rcdilwiiikliBai Ebeacnpaare a tedl «i, 
ß und /?!, / mid 7^9 ik s» w. prt>|eclmsck «md (wail 
mit nit icoen SCraUbitocheki B, B^ pttBpectiTafldi .aiid>, 
md dab tie daher d) iai Allgemeioeii da iMSOodttres 
«JB&iches Hjp^boloid (§• 51, IV, 1.), oder e) -waaa 
ilifeAiea einaiider aehDeiden, einen besonderen .Kegel 
ftWeilea Grades (§«38, II.) . erzeugen, welcbes oder 
welcher von der Ebene £ in dMi genannten Kreiae 
(a) geschnitten vrird, dessen Dordunesser BB, xm der 
Axe A s^durecht ist (weil diese zu £ es i$t), so daCs 
abo f ) dieser Dordiniesser BBt ein gleichseitiges hyper- 
bolisches Parabolold beschreibt (§. 52, II, % d, 3.)» wenn 
die Ebene £ sich selbst parallel fortbewegt wird« End- 
lich folgt nodi, g) daCs der Eben^nbüschel A ond der 
ebene Strahlbüschel Bi, in Ansehong ihrer zu einan- 
der, senkrechten Elementenpaare a und ai, /ffond bi, y 
und Ci, u« s. rr. projectiviscb sind^ weil beide, es mit 
dem ebaien Strahlbüschel B siild; oder man kann of- 
fenbar umgekehrt behaupten, dals, wenn nian aas ir- 
gend einem Punkt Bi Lothe at, bi, c^, auf die 

Ebenen a, /?, y, eines beliebigen Ebenenbfisdels 

A fället» alsdann alle Lothe einen ebenen. Strablböschel 
Bi bilden, dessen Ebene £ (oder Bi) zu der Axe A 
des Ebeneubüscbels. senkrecht ist, und der mit diesem 
Ebenenbüschel, in Ansehung ihrer zueinander recht- 
winkligen Elementenpaare, :proje€;ti.?isch ist, .und zwar 
dergestalt, daCs je zwei entsprechende Winkel, wie 
etwa (ab) und (a^), d. h., der Winkel irgend zwder 
Strahlen a, b und der Winkel ihrer entsprech^dsfi 
Ebenen or, /?, gleich sind oder zusammen zwei Rechte 
betragen« Es ist ferner Folgendes zu bemerken, h) Fäl- 
let man aus emem beliebigen . Punkte D Lothe. a, b, 

c, .*.«.; ai, bi, C|, auf die Ebenen a, ß^ y^ ••»«,; 

f'^it ^if yif der Ebenenbüschel A, Ai, so J»ilden 
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dieieU^ zwei ebene StrarUbasehel $5, f&u die beueb> 
Uffb mit den EbenenbQscheln A, Ai pro|eeüvi8ch aind 
j^j sie rind folglich auch unle? sich projectivisfsb, und 
,%wjpr, dergestalt, dafs je zwei entsprechende Strahlen^ 
inrie etwa a und Si , zu einander rechtwinklig sind, weil 
4iese nftmlich Lothe auf Ebenen a und ai skid, welche 
aufeinander senkrecht stehen (g) ; also werden die Strahl* 
büschel S&» Sbi im Allgemeinen einen Kegel zweiten 
Qrades erzeugen. (Dasselbe folgt mA dadurch» dab 
iqs,FaUe die Axen A, A^ sich schneiden (e), man an- 
nisamt die Qben genannte Ebene E gehe durch ihren 
Ikurchschnittspunkt, welcher D heifsen mag» stehe auf 
der Axo: A senkrecht und schneide den anderen Ebe^ 
B^nbtischel Aj in einem Strahlbüscbel B|, $o dab als# 
die Strahlen a^, bi, Ci,;.... des letztctren immerhin, Wie 
|»ei der obigen Betrachtung, zu den Ebenen ce, /?, Y,..*^ 
des Ebenenbüsohels A senkrecht sind, und dafs msn 
sieh ferner durch den Punkt D eine beliebige andere 
£bene denkt, die den Eben^ibOschel A in einem: aber 
nen StraUbtischel B schneidet, so werden alsdann £e 
Strahlen a, b, c, .... des letzteren zu den Strahlen 
Alf bif Oi,(..ö. des Strahlbüscheb Bi rechtwinklig, sein, 
und es werden beide Strahlbtischel B, Bi, in. Ansehung 
ihrer za einai^^r rechtwinkligen Strahlenpaare, projecr 
tiiwch sein, weil sie es mit den Eb^enbüscbeln Av^Ag 
sind (§. 30, VO, und folglidbi weirden sie Milien Kegel 
zweiten Grades, erzeugen), i) Werden die Strahlbffi- 
achel $&, Sßi (hO durch zwei beliebige Gerade f&, Sd 
i;esobnitijen, ao werden diese, in Ansehung der Punkte 

a, 6, c, «....:; Oi/Bt., Ci» , in welchen sie von den 

Sirahlen a, b, c, ...«;; ai, bi C|, *...:• der StrahlbUschdi 
getroffen werden, projectivisch sein (weil letztere uur 
4er sich es sind), so dafs also )e zwei entsprechende 
Punkte derselben, wie tiwa a^und ät> von dem^Punkti^ 
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«mnnter einem reehten 'Winiel (aai) gegeben wer- 
>, nnd 60 daflyjfn Falle die Geraden nielit in-eiDei* 
feb^nen liegeöy sie ein einfaches Hjperbölold (§.dl, 
IV| I.), und in Falle,- wo sie in einer Ebene li^to, 
hkstn Kegelsehnilt erzeugen. 

Aus dieser Befracblung fliefst nacbslehende Reihe 
i^on Sotzen; 

f 1) „2bwei EbenenbOschel A^ Ai, deren Axen 
lii'chl in einer Ebene liegen, sin4 in Ansebai»g 
i4krer lu einander reehtwinklig'enEbenenpaa¥^ 
tt und ai,'/? und ^i, y und ^i «. s.' w., |>ro)eefi^ 
it^isch (c) und erzengen also- ein besonde^res 
«tnfaehes Hyperboloid, welches von jede^r 
Ebene, die zu der Axe des eine'n oder anderift 
SbeflenbGschels senkrecht ist» in eineniKreise 
fe-sc'hnitteli wird, von welchem die Endpunkte 
eines Durchmessers in jenen Axen liegen, und 
wo alle solche Üurchmesser, boi dem einen 
oder a*nderen Sjstem ron Kreisen, in eineiii 
jgteichseitigen hyperbolische«! Paraboloid lie^ 
gen;» Oder: 

2) „firehen sich die SeitenflSchen^, äi oj^ 

Ves' rechten FUdhenwinkels {aat) Mm lYgen^l 

lw(ei .f^ste Gerade (Axen) A, Ai, diti nicht in 

e^in'er Ebene liegen, so beschreibt die i^ant^ 

h^ desselben ein besonderes einfaches Hjp'er- 

b'oloXd, weli^hes durch die zwei festen Gera- 

den^geht, und aufserdem die Eigenschaft haf^ 

'dafs es von jeder Ebene £, die zu der einen 

mdetf 'andern Geraden senkrecht ist, in eineifi 

tlLreise geschnitten wird, und:da(s die End* 

^ttnhte eines ; Durchmessers dieses Kreises 

$b' f eneQ Geraden liefen, und dafs alle solche 

:I>i»rchm.ess«r iek «/inen oder andern Systeniis 
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Von Ktfelö^en, fü> sicfh gettoioitneii, fh einel^ 
gleichseitigen hyperbolischen P a.r.at) q.| oId( 
liegen".'*), • : : , 

Si^tZsv^l ebene Sti'älil- 3)„ZweiEbenenl)ösctielA, 
H'fiseliel Bi'Bjy die. in einem A,, die In einem StVaklbO- 
StrablbfifrchelD Hegen (li'.], schel D liegen, sind in An« 
3i»<i iA.AB'ff^han^ i|ii(cl'^zo .»elkung. ihr^r k"« einander 
einander recbtwink|I|en r^clilwinkljgen Ebenem*. 
Strahlenpaareprojectiviscb paare projectiviscb» nnd 
und erzeugen also einen be- erzeugen also eriien befon>^ 
sondern Kegel Sjnreitei^Gra- d«ren Kegel zfveittt.Gra* 
dea, döffse^ Miitelpan]Lt in de.s, de»aen üliltelpunkt iq 
D liegt, und der dpe Ehe- D liegt« und \Telcl»e4r voi^ 
nen derStrahlbüscbel B»B| jeder Ebene £^ die zm dei^ 
in denjenigen Strahlen b«-- Axe dea ein«n oder and^^ei^ 
rnbrt> welcbe zu ihrer Ebenefbftachela.se^kr ech^ 
Dnrcfaschnitlsljnie . senk- ist» in einem preise ge-j 
i:ef;ht sind» in d«r offenbar aehniltea wird« toDiWcI* 
dtie' ihnen, entsprechenden, ehern die Endpunkte ei9C% 
Strahlen vereinigt sein Ddrchmefssers jedesmal ift 
iiia8aen'(§. 38, II.)'* , jenen z\r ei Axen liegen.'* 

' Oder: 

i4) «,Dreht sich ein rech- 4) »»Bewegt sich ein rech« 
ter Winkel (aa^) jso um sei-, ter FlSchenwinkel («<C|)so, 
nen festenScheitelpnnktD, dafs seineEbenen et»«, stets 
der in der Durchschnitts- durch irgend zwei feste, 
llnie i;r:gep|d' zweier festen sich in einen« Punkte D 
Ebenen B, B, Ue.gt, dafs. schneidende» Gerade A» A| 
sich setne »Schenkel a» a^ gehen» so beschreibt seine 
«tiets in diesen Ebenen he- l^ajute einen bestimmten be- 
enden» so berührt seine i^onderei^: Kegel zweiten 
Ebene beständig einen be- Grades». dessenJtUttelpnnkt* 
stimmten bei^nderen Ke- jener Durchs<chnittspunkti 
gel zweiten Grades« dessen D ist» ifnd. welcher' von je- 
MJ(ttelpttttkt jener f(Bste der Ebene Ef die zu der 



' » • . • . 

• ^) Den ersten Theil dietos Satzes hat Binet zneiM bewiesen«' 
im zweiten Bande S. 71. der Corre$pondanee sur VEcole imperiale 
Polytechnique, Als ich im Journal für Mathematik IT. Bd. den* 
Stftz zum beweisen vorlegte , sind durch ein Vensehen einige Ei- 
genschafteii -Weggelassen worden. ' « - -^ 
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^ekehcl .0 Utp «nd wel« fflneii 4>dlfr «iiderfa ]e«d«r 
cber dic^swei festen. Ebcr festen Geraden tenkrecbl 
nen In denjenigen Gera- iatt in einem Kreise ge* 
den berSbrt, die zn ihrer schnitten wirdf t<mi' weU 
g^genseitigenDnrcfasdbniUs- cbem die.Endpnpkte eines 
linie nenkrecbt sind." Darcbmessers in d^se» 

Gefaden lie|;en^*). 

Oder die letzteren Sitze (3.) und (4.) hisen sicfc^ 
infolge (§, 34. n. §. 48.)/ wi^ fpl^i in spbäriscbd SStze 
fibertnigen: 

5) yyirgcnd cwel ffaopt- 5) »»Irgend swei Strablbfl« 
kreise H» H, einer Kugei- scbel 9» S, auf einer Kn« 
flache sind in Ansehung ih- geiflä^he sind in Ansehung 
rer Pnnktenpaare» die nm ihrer zn einander recht- 
^nen Quadranten von ein- winkligen Strahlenpaare 
ander entfernt sind» pro- projectiTisüh» und erzen* 
j^eetiTischy und erzeugen- gen also einen besondern» 
siso einen besondern sphS- sphSriscfaen' Kegelschnitt» 
tischen Kegelschnitt» der der durch die Mittelpunkte 
fene Hauptkreise in denje- S» S3| der Strahlbüschel 
nigenPnnkten berflhrt» wel- geht» und dessen Tangen- 
che nm einen Quadranten ten in diesen Punkten zu 
Ton ihren gegenseitigen dem durch diese gehenden 
Purchschnittspnnkten ab- Hauptkreise 9S| recht- 
ntehen.** winklig sind."* 

Oder: . . 

^'6) »»Bewegt sich ein Qua- ^ 6) »»Bewegt sich ein sphS- 
drant Mi auf einer Kugel- rischer rechter Winkel X^a,) 
ftSche so, dafs seine End- so» dafs seine Schenkel a» 
punkte üf 0| stets in irgend aj stets durch irgend* zwei 
zwet festen Hauptkreisen feste Punkte Ht» ^^ gehen» 
B» H|. liegen» so berfihrt er so äürchlänft sein Scheitel« 
bestSndig einen bestt'mm- pünkt (a'a,) einen bestimni- 
teu sphärischen Kegel- ten sphSrIschen Kegei* 
schnitt» der auch die festen schnitt» der durch die f^ 
Hauptkreise berührt» und sten Punkte geht^ und des- 
zwar in denjenigen Punk- sen Tangenten in diesen 
ien» welche in der Mitte Punkten auf dem durch die- 



.1 *) Diesen Satz scJifHnt Hachette zuerst bewiesen «zu bab^. 
CorrespottdoHce 9ur VEeoh Polytsctoifii« tom^ I, ^4, 119- 
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-tvHMili^li'fliMft g«g«B8«ltf> .selBeit' gebefiiaeii * VäUp^ 

liegen.*'. Oder:r »»Ist derWin- «»Ist die Grundlioie eimey 
lei an der Spitze eines splilritclien. Ürejecks de^ 
iBpiftlv^ii'en 'Ilreieeirff der GrSfse And Lag^e nacli geg^ 
ürrfffs^ and libiig« «ncJh g^g«- l>«iiy and int dier WlaküA nn 
^en» :nn^ ist die Qrnndli- der Spiti^e desMlb^jt. fc{f 
nie desselben ein Quadrant» rechter^ so ist der Ort'diew 
so berührt diese in 'allen ser Spltte ein tiestimmier 
ihren verschiedenen Lagen sphlrisch«r Kegels ^Ikiitfll 
ntets einen bestimmtensphl« wc^lchev|d^rah die >End 
risc,hen Kegelschnitt» der pnnkie der festen Grnndp 
die Schenkel des festen linie geht> nnd'dessen Tim- 
Winkels in denjenigen genten in diesen Pnnklen 
Pnnkten berührt» welche zn derQrnndlinie senk;redit 
Vom Scheitel des Winkels sind.** 
um den Qqadranten entfernt 
»md. • 

Es folgt weiter (!•)• 

7) „Irgend zwei Gerade 9, % im Raiitnii 
sind in Ansehung ihrer Panktenpaare, welch^ 
▼on irgend einem beliebigen Punkte D %ub 
unt^r rechten Winkeln gesehen werden^ d* b.^ 
naeh welchen vondiesem Pankte absStrahlenf 
paare gehen, die cn einander rechtwinklig 
sindi projectivisch^ so dafs die Schaar Qerfit 
äßVy welchq jene Punktenpaare Terbindeo, iü 
einem einfachen Hyperboloid liegen, und däf« 
die Ebenen aller jener rechten Winkel eijieii 
Jtegel zweiten Grades berühren^ desseAiMitteK 
bunkt in dem genannten Punkte D liegt (§. SO.j* 
Oder: .\, 

8) ,,Bewegt sich ein rechter Winkel (aat) 
ao um seinen Scheitel, der in irgend einem fe^ 
sfen Punkte D liegt, dafs seine Schenkel dj a|| 
^tets irgend zwei feste Gerade Sit. 3(i» die nif^ht 
IQ ^iaer Ebene liegen, schneiden; so besehr^ii^t 
die Gerade, welche durch die jedesmaligen 
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jf^i^P^ .Dox^bsclwilUpiiBlLt« gekl, eki ttittlft* 
«iMi Hyptrbsltofd, in welcbear tiifcb di^ xtrei 
fesl'cA Geraden lieg^sn, und so ber&brt die 
)ElbeD€ des bew fügten ^WipkeU st^ts ^aa« btt* 
•liamiUn' Kegel x weil ev* Grade», «Feiie^n ]ifi#> 
lelp^tikt )e^er feste Paukt I) ist» und We'Uber 
auicb Too 4cn. zwei. fes'^es, Geraden 9(, 9(i:beo 
fftbft wir4f *X.. « 

(9) „Wenm bl^i deir beiden letzten Sfltzen 
f7. und8.> all^' BedingQn.gen dieselben bleiben. 
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*)I^once1ei bat dieseaSalz zoerst bekannt geiaacbt, iir eineiii 
Hmioire, welcbes er der Akademie der WissenscbaDea zn Paris 
vorl«^te. Er folgerte Ihn ins dem obigen Satze von Binet C^.^ 
Die Sitze (7. und 8.) sind nSmlicb, auch zufolge der gegenwärti- 
gen Ent%Y]ckelang , als GegensSIze der SStze (1. nnd ^) anznseben, 
mid ^^n^^alt ^slcbe neben .^iese gpstdk lierden Jtöoncn. So 
liejaen sich z. B. die Satze .(^. u^^ .8«), einander entgegepgesetet^ 

Wie lolgt^ aitesprecb^n : 

. . , . , I • ' . • » ' . • ■ 11*'«/ 

■ „Bewegt sieb ein recbt- . „^ewegt sieb ein verSn- 

Wiil%lfge^i' dreiflScbiger derllcbes recbtwinklfge^ 

K'ftr^e.rtvioktl n<t,E so^ daTs Dreteek M,D so, dsfl! äe> 

di^ Hj;pp.tjmpsen-FMcbe£ S€bei4^1 D des Vfif^iem 

fttetsin einer festenfbeneE Winkels stets in einoAife- 

M«?bj, ^VUhrend die zwei sten Punkte D bleibt, wkli- 

Mrxg«li8ci'te«fU«l]en a,ii^ ronddie zweiübrlgeiiEeek^e^l 



•i cl) fm .JrgjiJnd zwej f^Bt^j ^r^Sr, sich Ungs: ii%en4 tmn 

Gerade A,A| dreben, sx) be- festen .^efiad^^ 8t,*,Äft f^f*: 
^cl^relbt die Kantie a^ des bewe'gen, so b'esclire^bt die 



rbcbtaiL Winkels (ceftf) 'ein Hypotenuse jlft, ein ' einfa* 
e>fii(»cke« BjpefbplolAi'fil cbfs Ji^penb^lotd; i^ witlf 
welcbem aucb die zwei fe- cbem aucb die zwei feMei| 
stenGeradenAjAf liegeniund Geraden ^y S(| liegen, und 
i» d^rebl^nft der Sebertel so bewegt i^icb'die Ebene 
des Klirfi^rtfinkelß _eiqea des Dreiecks ..als S^ib* 
bestimmten Kegelscbnitti rungsebene ei^ejs ]}|^tjfHfi« 
AAiblicb den gegenseitigen ten Kegels zweiten Grad^s^ 
Dur^^tlihitt der' festen n'Umlicb dös ie'rührungske- 
PLbeQ^'E nid des Hyper- g^U ansdenv t^nnki-^ D lin 
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in einer Ebene £ liegen söIleHy so hltibe% 
aibck :dle Eol^eruiigeo die oSwSioheJii »Hfser 
d4i(a .oUdafna' a4 die &teJIe dea «rlnCdeJiea tty^ 
ptfifbbioi'ds'irgetid. 4^in KegeltohAitl tritt; de« 
durch die Gerade« erzevigt wird, also in' ih^rei 
KbiefpedU^^, tii|d durck .^elcMnddtet, gei||itinte 
Keget D:g:Q^:t'' ..lUiid wenn feffoer^ iAsb^atf a{ 
dere.ider. fe«tßPuakt'I>aa liegt, dafi dertStrabl, 
it4Ub.er ihar mit deiuDurobfrchnitispiiiikle; itt 
ffiisteti .Geraden S(> .9(i ^erbindel^ zu.detfjbeil 
den Jetztefep senkrecht ikt, ao ist aUdani»»de« 
gett^nnte Ke^elfichnitt «ine Hyperbel» mrtlah^^ 
<|iie .Geraden 3(, 9(i zw Aayjiiptoten bal/\DiQ 
Ricbügkeit des leUten Fallea.folgitt ^^ man lejdit.be-» 
merken wird» daraus» da£s> ^t utf endlich :eiitf6i»ies 
Bukikte der Geraden 91^ S(| eiCeid>ar den iu^iluret» ge^ 
geaaeiljgen Durehscbnitle. verc&ii^left Punklefi eatipre^ 
ckeki . ( §. 40, .1. )• Auch, kann . dieser Fall dadurqh 
aua de^i obigen Salze (4, links) gefolgert werden, ,da(a 
map , die dort, .geittinnlen Ebaciea . 3), . B^ dureh ekKi 
sokkie^ drilte Ebene E sclmeidet, welche .xtt'|ibcfi} 
]>ur«h8chi^UsIinte senkrecht iat, und weiche imübiu' inil 
dwjeivgep beidcai Sti^blen, in weldi^.jtee Ebionei^ 
von dpm) daaelbsjt genannten Kegel D IteiühH werdeo» 
parallel ist (§. 36, III.). . . : i : 

V. IQ) ,,Stebt: die Axe eiaes. Ebenenjbüaciiels 
Ai»u( der Eben« eines ebenen Stfahlbüaoh^ela 
Bi gienk recht, so sind beide Gebilde in Anae«. 
kttng ihrer zu einander rechtwinkligem ELe?f 
mentenpaare projectivisch(g.)und' erzeugeil ei- 
Ben Kreis, welcher in der Ebene: .dea .&tra hin 
büachels liegt, u<id deu.Abatand dies: Pauk tea. 
B, in welchem jene A9:e.A. diese Ebene trkUt^ 
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V6tt MMulpuiikie Bi des SirabibflscbeltJ zuni 
DoMbfliesier bat/' « v ... ♦ : 

Da dnreb drei Paar eatspracbeiide-EleaiaDt« 4ia 
prdfeelhriieha 'Beziebang zweier Gebilde bestinmit ia^ 
•o folgen* aolB den obigen SäCzen (1, 3» 5, 7 and 10*), 
dofdif Uasbebningy die nachsfebenden: ' ^ 

11) a> „Sobald beiiBwei projettl^s^ibe^ Ge- 
bilden ««»' aeien ea- 1) Kwei Ebenen.bü^&el' A^ 
Ai, deren Aien in- einer-Ebene liegiea miVgeD 
0.) oder ntebt (L;; oder 2) iw^i ebene S4rabl* 
bflacbel B; Bt die in einer Ebene E <I.) oder iü 
tinenStrablbüscbelDCS.) liegen; oder 3) zwei 
afhIrlacbeHauptkreiae H,Hi (5.^; oder 4) zwei 
apbttriicbe Strafalbfiscbel fb, SB, (50; oder end- 
lieb 5) ein Ebenenbflscbel A und ein ebener 
StrablbSschel Bi (10,) — irgend drei entspre- 
chende Elementenpaare za einander reobt« 
winklig aind» so aind fe z'wei der abrigen eat- 
a^recbenden Elemente ebenfalls -zu einander 
reehiwinklig;" and b) ,,SobaId bei zwei projec* 
ti^iseben Geraden 9(, 9fi (7.) irgend drei Paar 
entaprecbende Punkte von irgend* einem Pank* 
teD ana unter recbten Winkeln gegeben vrei^- 
den, so findet fQr jedes der fibrigen Paare 
entspreebender Punkte ein Gleiches statt»** 

Und daraus folgt weiter: 

12>a) y^Dafs bei zwei beliebig liegenden 
preJectiTiscben Gebilden -— tou der Art^ mi6 
sie $o eben genannt worden <I1, a«)» ausgenom« 
men der fünfte Fall -^ im Allgemeinen und 
b^cbstens nur zwei Paar entsprechende EU- 
nente zu einander rechtwinklig sind, nSmlfick 
as sind entweder zwei^ oder nur ein^ oder gar 
Paar iü einander rechtwinkligi eben*8o, 

wie 
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wie bei zwei projectivischen Gebilden, wenn 
sie in- oder aufeinander liegen, entsprechende 
Elementenpaare zasamineofallen;'' und b)„daf8 
,bei zwei beliebig liegenden projectivischen 
Geraden 31, 9li von irgend einem beliebigen 
Punkte aus, gleicherweise entweder zwei oder 
nur ein,- oder gar kein Paar entsprechende 
Punkte unter rechten Winkeln gesehen wer«> 
den/' Und zwar sind die erwähnten Elefiientenpaare 
wie folgt leicht zu finden. Sind z. B. zwei beliebig 
liegende projectivische Ebenenbüschel A, A^ gegeben, 
80 denke man sich einen solchen dritten Ebenenbüschel 
A2, der mit A| einerlei Axe hat, und der mit A in 
Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenen^ 
paare projectivisch ist (1.), so. sind alsdann auch A| 
und As projectivisch, und so viele entsprech^de Ele« 
^mentenpaare der letzteren zusammenfallen, ebea so 
viele entsprechende Elementenpaare von A, Ai müssen 
offenbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten 
entsprechenden Elementenpaare von Ai, A« werden 
aber nach (§. 31, III.) gefanden* Bei den übrigen Paa- 
ren von Gebilden ist die Lösung ähnlich. 

Die obigen Sätze (2, 4 und 6.) können nnter an* 
dem in folgende Grenzfälle übergehen: 

13) „Wenn nämlich in (2.) und in (4.) die 
gegebenen festen Geraden A, Ai zu einander 
rechtwinklig sind (bei (2.) der Richtung nach) 
so treten offenbar an die Stelle sowohl dea 
einfachenHyperbololds (2.) als desKegel^ <4.), 
zwei Ebenen, wovon jede durch eine der bei« 
den festen Geraden geht und zu der jedesma- 
ligen andern senkrecht ist, und die daher iiuch 
zu einander senkrecht sind; d* h., sollen die 
Seitenflä^chen a, c^i eines re.chten Flächenwin« 

15 
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kels (fMTj) durch )eue zwei zn einandcr-rccIiN 
winkligen fesUn Geraden A, Ai gehen, so ist 
der Ort seiner Kante a^ auf die zwei genann- 
tenEbenen beschränkt. Und wenn in (4 links) 
die gegebenen festen Ebenen B, Bi za einan- 
der rechtwinklig sind, so reduzirt sich der da- 
.selbst genannte Kegel auf diejenigen Geraden, 
in welchen er zuvor )ene Ebenen berührte, 
oder vielmehr geht die Kegelfläche in die 
Fläche des durch diese Geraden eingeschlos- 
aenen Winkels Ober; denn alsdann ist jede 
von diesen zwei genannten Geraden zu allen 
Geraden in der andern Ebene senkrecht. Aehn- 
liebes folgt ffir die sphärischen Sätze (6.)/' 

14) ,yZwei gegebene projectivischeGebiide» 
nämlich entweder a) zweiEbenenbQschel A,Ah 
oder ß) zwei ebene SirahlbQschel B, B|, so zu 
legen» dafs ihre entsprechenden Elementen- 
paare zu einander rechtwinklig sind; und fer* 
ner: y) wenn zwei projectivische Gerade %9ii 
in beliebiger schiefer Lage im. Räume gege- 
ben sind, denjenigen Punkt D zu finden, von 
welchem aus ihre entsprechenden Punkten- 
paare unter rechten Winkeln gesehen werden.*' 

Auflösung, a) Man halte den einen Ebenenbfi- 
schel, etwaA, in seiner gegebenen Lage fest, und fklle 
aus einem beliebigen Punkte Bi Lothe auf seine Ebe- 
nen , so dafs ein ebener Strahlbüschel Bi entsteht, wel- 
cher mit dem Ebenenbüschel A (10.), und mithin auch 
mit dem Ebenenbfischel Ai, projeetivisch ist. Sodann 
kommt es nur darauf an, den Ebenenbüscbel Ai so zn 
legen, dafs er mit dem festen Strahlbüschel Bi per- 
spectivisch ist Man suche zu diesem Endzweck die 
Schenkel Si, ti und Seiteaflädien cTi, ti der entspre- 
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dbendcn rechten Winkel der beiden Gebilde Bi, Ai 
(§. 30, VI.). Da die Strahlen 8i» ti, der Voraussetzung 
geinSIfs, fest 8ind> so ist der Ort der Kante Ai des 
rechten FlSch^awinkels ((Ti ri), wenn seine Flächen 
durch jene Strahlen gehen sollen, auf diejenigen zwei 
Ebenen S, T beschränkt, welche durch Si, t^ gehen 
und beziehlich zu t,, Si senkrecht sind (13.). Sind 
ferner cti , ßx irgend zwei andere zu einander rechtwink« 
lige Ebenen des Ebenenbiischels Ai, und sind ai, bi 
die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahlbüschel Bi, 
so ist der Ort der Kante Ai des rechten Flächenwin- 
kels (axßx)y wenn seine Flächen durch jene Strahlen 
gehen sollen, auf eine besondere Kegelfläche K zwei- 
ten Grades beschränkt (4.), welche durch die Strahlen 
ai, bi geht, und die daher nothwendiger Weise von 
der einen oder andern der Torigen Ortsebenen S, T 
in irgend zwei Strahlen lA, *A geschnitten wird, in 
denen allein die Kanten der zwei genannten Flächen- 
winkel ((T^Ti), Ctxißi) zusammentreffen können, und in 
denen folglich allein die Axe Ai liegen kann, um der 
Aufgabe zu genügen, d. b., um damit der Ebenenbfi- 
schel Ai mit dem festen Strahlbüschel Bi perspectivlscU 
sei. Um die genannten Strahlen lA, ^A in der That 
zu finden, kann man danach z. B. wie folgt verfahren; 
Es stelle (Tig. 51.) das Papier die Ebene des Strahl- 
bfischels B| vor, wo man sich also die Ebenen S, T 
durch die Strahlen 8|, t| und senkrecht auf jener EbeniS 
zu denken hat. Da die genannten zwei rechtwinkligen 
Ebenenpaare ax und r,, ax und/fi des Ebenenbüscheld 
Ai nothwendfger Weise abwechselnd aufeinander fol- 
gen, etwa in der Ordnung cfi, «i, Ti, /9i, so müssen 
auch die ihnen entsprechenden Strahlenpaare Si und ti, 
ai und bi im Strahlbfischel Bi abwechselnd aufeinan« 
der f<dgen, und zwar nach d^r Ordnung 8|, ai, tj; bi , 

15* 
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(§. 29^ IL)* Da femer der genannte Kegel K von je- 
der Ebene £, wekhe zu einem der zwei Strahlen a^, bi 
senkrecht ist, in einem Kreise geschnitten wird, wovoa 
die Endpunkte eines Durchmessers in diesen Strahlen 
liegen (4. rechts) ^ so ist also jede Gerade a 6, die man 
zwischen diesen Strahlen und z. B. auf ai senkreht 
zieht, ein solcher Durchmesser» der nothwendiger Weise 
jedesmal einen der zwei andern Strahlen Si, ti, hier f^ 
schneiden mufs; über diesem Durchmesser beschreibe 
man sofort in der zugehörigen Ebene £, welche die 
Ebene T in cin^ Geraden ia}a schneidet, den genann- 
ten Kreis, so wird dieser jener Geraden yd^a, in zwei 
Punkten la, ^a begegnen, durch welche die verlangten 
3trahlen lA, ^A gehen. (Man könnte übrigens auch 
über demselben Durchmesser in der Ebene der Figur 
i^nen Kreis beschreiben, und hier die Länge der Ab- 
schnitte lOt, ^atj so wie die Winkel, welche dieStrah« 
len lAy ^A mit dem Strahle ti einschliefsen , oder mit 
einem Wort, die Dreiecke, atBi, ^atB^ finden, wie 
leicht zu seh^i ist). Hat man auf vorstehende Weise 
zwei bestimmte Lagen lA, \\. für die Axe Ai gefun- 
den, so kennt man zugleich alle möglichen Lagen der- 
seü»en, indem sie aus j^ien dadurch, und nur dadurch, 
in andere, ihr zukommende, Lagen übergehen kann, 
wenn sie mit sich selbst parallel fortbewegt wird. Es 
ist daher, wenn die Lage der Axe A irgendwo fest 
angenommen wird, die Lage, oder der Ort, der Axe 
Ai nicht beschränkt, sondern nur ihre Richtung, und 
zwar ist diese fuif nur zwei bestimmte Richtungen 
lA, ^A beschränkt Die Axe A^ kann daher auch in 
solche Lage gebracht werden, wo sie jene andere Axe 
schneidet, und wo alsdann die Strahlbüschel A, Ai den 
mehrerwähnten besondern ^Kegel erzeugen. — Wenn 
insbesondere die geg^enenEbenenbüsohelAyAi gleich 
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sind 9 80 feilen» wie leicht za sehen, die zwei Strahlen 
ikf ^A in einen einzigen zasammen» welcher zn der 
Ebene des Strahlbüschels B^ senkrecht ist, so dafs 
alsdann die Axen A, A| der Ebenenbtischel paralld 
werden, und wo alsdann letztere den sogenannten 
geraden Cylinder erzeugen. 

ß) Aus den obigen Sätzen (3 und 4, links) folgt 
zuförderst, dafs, um die gegebenen Strahlbfiscbel l^Bi 
in die veriangte Lage zu bringen, von den Schenkeln 
ihrer entsprechenden rechten Winkel (st), (siti) (§. 9,IT.) 
zwei ungleichnamige, also entweder s und ti, oder t 
und Si , vereiniget werden müssen. Ist dieses geschehen, 
und zwar so, dafs zugleich die Mittelpunkte der Strahl- 
büschel zusammenfallen (in D), so ist sofort nur noch 
nöthig den letzteren solche Lage zu geben, d. h., ihre 
Ebenen so gegen einander zu neigen, dafs irgend ein 
Paar andere mitsprechende Strahlen derselben, etwa a 
und ai, zu einander rechtwinklig sind, denn alsdann sind 
drei Paar entsprechende Strahlen s und S|, t und ti, 
a und ai zu dlnander rechtwinklig, und folglich die 
Aufgabe gelöst (IL). Allein bei genauer Untersuchung 
dieses Verfahrens gewahrt man bald, ilafs von Jenen 
ungleichnamigen Strahlenpaaren nicht fedes, sondern 
nur ei^s von beiden, yereiniget werden darf, und zwar 
verhält es sich damit wie folgt. Von den zwei Win« 
kelsummen (as) + (a^ti) und (at) + (aiSi) ist nämlich, 
im Allgemeinen, die eine grofser und die andere 
kleiner als ein rechter Winkel, weil beide Summen 
zusammen zwei rechte betragen, diejenige Summe nun, 
welche gröfser ist, enthält jedesmal die zwei Strahlen, 
welche allein vereiniget werden dürfen. Durch die 
wirkliche Auflösung wird diefs, wie folgt, klar darge- 
than. Es sei z. B. die Summe (at) + (diSj) > R, so 
lege man die Sirahlbfischel so , dafs sowohl ibire MtUd- 
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ponkte B, Bt9 ab die Stnlden f ond «i ▼ereiniget sind. 
Wird sodano die Lage des dnen Str^Ibfischels, etwa 
die des B, ab fest angenomaieii» (Fig. 52.)f so kano 
der ando-e Bj seine Lage nur noch dadareh andern, 
dab er aicli um den gemeinseiiafdielien festen StraU tSj 
hemmbewegt, wobei der Strahl ai offenbar einen (ge- 
raden) Kegel zwriten Grades beschreibt; es soll aber 
diejenige Lage dieses Strahb gefnndai werden, wo er 
m seinem entsprechenden Strahle a rechtwinklig ist, 
für diesen Fall uiob er also auch in der Ebene £ lie- 
gen, weldie im Punkte B auf dem Strahle a senkredit 
steht, und die ako durch den zu a rechtwinkligen 
Strahl e geht, folglich können nur diejenigen zwei 
Sirahlen iS, 'a, in welchen diese Ebene £ jenen Kegel 
achneidet, die gesudite Lage des Strahles a^ darstellen, 
wodurch fofort auch die Lage des Strahlbfischels B^, 
in der dieser allein der Aufgabe genügt, bestimmt ist 
Wie die Strahlen la, ^a in der That zu konstrniren 
sind, ist nach diesen Angaben leicht zu sehen. Auch 
sieht man jetzt,^ warum die Auflösung unmöglich wird, 
wenn (at) + (axSi) < R ist, weil nämlich alsdann 
Winkel (aisO < (et), so dab folglich die Ebene £ 
den durch at beschriebenen Kegel nicht in zwei Strah- 
len schneiden kann. — Wenn insbesondere die Strablbü- 
schel B, Bi gleich sind, so berührt die Ebene E den 
genannten Kegel, weil dann Winkel (et) =?s (a|Si), so 
dafs beide Strahlen la, ^a mit c zusammenfallen, und 
so dafs alsdann auch die Ebenen der Slrahlbüscbel auf- 
einander fallen. In diesem Falle können aber die 
Strahlbüscfael auch in solcher Lage der Aufgabe genä- 
gm, in der sie anfangs oben (I.) betrachtet worden, 
wo sie alsdann einen Kreis erzeugen. -— Käme es dar- 
auf an, die Strahlbüscbel so zu leg^, dafs ihre eat- 
sprechenden Sirahlen blofs der Richtung nach zu ein- 
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ander rechlvrialiig nvlren» wenn z. B. ihre Uittelpunhle 
in fesler Lage gegeben wSren u. 8. w., so dürfte man 
nur eben so verfahren, wie Torhin, und sodann den 
Sirabibüschel Bi so legen, daCs er mit sicli selbst pa- 
rallel wSre und aofserdem jenen übrigen gegebeäeli 
Bedingungen genügte, 

y) Man beschreibe Über irgend drei Proyectionft^ 
»IraMen der gegebenen Geraden 91, 9li, etwa über aa^ 
bbi, (f|, als Durcbuiesser genommen , Kugelflicbeo^ 
welche sich, im AUgeaneinen, in irgend zwei Punklen 
D, Di schneiden werden, von denen offenbar jedef 
der Aufgabe genügt (11, b.). Schneiden sich die dndi 
Kugelfiftchen nichl; zusammen in zwei Punkten (öder 
berühren einander wenigstens in einem Punkt), so ist 
die Aufgabe für die gegebene Lage d^ Geraden. 9(, 8(4 
unmöglich, sie kann aber, wofern eine Aendernng 
dieser Lage gestattet wird, leicht möglich gemacht 
woi den. ^ 

Es ist hierbei noch zu bemerken, daCs jede der 
zyrei obigen Auflösungen (o.), (ß*) auch auf die andere 
zurückgeführt werden kann (b.), und dafs femer auch 
die ihnen entsprechenden spbMorischen Aufgaben sich auf 
ähnliche Weise lösen lassen. 

Durdi die erste Auflösung (a.) ist auch zugleich 
diefolgmde^ zu (§.30.) naobtrfigliche, An%abe gelöst: 

15) „Zwei 'projectivische Gebilde A|, Bi, 
n&mlich einen Ebeneubüsehel und einen ebenen 
Strahlbüschel, die in beliebig schiefer Lagß 
gegeben sind^ in perspectivische Lage zu 
bringen.*' 

Wie die genannte Auflösung zeigt, kommen dieser 
Aufgabe, im Allgemeinen, zwei Ai^ösungen zu, d. h., 
wird die Lage des einen (kibildes als fest angenommen. 
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§o kann das andere in swei verachiedenoi Lagen der 
Aufgabe genügen« 

In Bezug auf die oben betrachteten besondem Er- 
zeugnisse projectivischer Gebilde, der^i entsprechende 
Elemente zu einander rechtwinklig, sind, ist endlidh 
noch zu bemerken I dafs sie bei gewissen Untersuchim- 
gen (im Räume und auf der Kugelfläche) ähnliche Hülfe 
leistaiy wie man sie vom Kreise» v^mOge seiner in 
(10 angegebenen Eigenschaft , allgemein zu benutzen 
gewohnt ist, und was z« B« auch schon bei der vorste- 
benden Auflösung (/?.) zu sehen ist. Deüshalb mag. in 
Hinsicht des besondern einfac|ien Hyperboloids (1, SL) 
und des besondern Kegels zweiten Grades (3, 4. rechts) 
bier noch insbesondere erinnert werden: „Dafs diese 
Figuren, yor den übrigen ihrer Art, daran zu 
erkennen sind, dafs jeder Kreisschnitt in ih- 
nen zu einem ihrer Strahlen senkrecht ist, und 
dafs sie daher unter andern wie folgt, be- 
stimmt und erzeugt werden (§. 51, lY, 9.)' 

16) „Das genannte besondere einfache Hy- 
perboloid wird bestimmt und erzengt: 
. a) wenn irgend ein Kreis K und zwei ihn 
schneidende Gerade A, Ai, wovon die 
eine A senkrecht und die andere Ai be- 
liebig schief auf seiner Ebene steht, und 
weiche Geraden sich nicht schneiden, ge- 
geben sind; nämlich bewegt sich alstann 
eine dritte Gerade a so, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A, Ai 
schneidet, so beschreibt sie die genannte 
Fläche; oder: 
b) wenn irgend zwei feste Gerade A, Ai, die 
nicht jn einer j^bene liegen, gegeben sind, 
und ein veränderlicher Kreis K sich so 
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bewegt, dafs seine Ebene stets zn der ei- 
nen. Geraden A senkrecht ist, und dafs 
stets die Endpunkte eines Durchmessers 
desselben in den zwei festen Geraden lie« 
gen, so besehreibt er die genannte FiS-*' 
che,'' ündj 

17) ,,Wenn irgend ein Kreis K und irgend 
eine ihn schneidende« und auf seiner Ebene 
senkrecht stehende Gerade A gegeben sind; 
so wird durch jeden Punkt D in der Geraden 
und durch den Kreis der genannte besondere 
Kegel erzeugt, d. h., so ist dbr Kegel, welcher 
durch den Kreis geht und jenen Punkt D zum 
Mittelpunkt hat, ein solcher besonderer 
Kegel/' 

IIL An die vorstehende Reihe von Sätzen hätten 
fast unmittelbar noch mehrere andere Sätze angeschlos- 
sen werden können, wovon ich einige im Anhange auf« 
stellen werde. Hier soll nur noch ein eigenthümlicher 
Fall (I.), der mit einer Einschränkung schon in der 
vorigen Betrachtung (II, h.) vorkam, Platz finden. ' 
Fället man nämlich aus einem beliebigen Punkte 

D Lothe auf die Ebenen a, /?, /, .•••., a^ ßi^ y^y 

irgend zweier beliebig schief liegender projectivischer 
Ebenenbüscbel A, Ai, so bilden dieselben zwei ebene 
Strahlbüschel B,Bi, welche beziehlich mit den Ebenen- 
büscheln A, Ai (II, g.)» und folglich auch unter sich, 
projectivisch sind, und welche somit, im Allgemeinen, 
einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen Mittel- 
punkt D ist. Ferner folgt, dafs die Ebene irgend zweier 
entsprechender Strahlen (Lothe) der Strahlbüschel B, Bi, 
wie z. B. die Ebene (aai) der Strahlen a, a^, zu der 
Durcbschnittslinie a^ der diesen Strahlen entsprechenden 
Ebenen a^ ctx iitt Ebeneubttsehel A, Ai senkrecht ist. 
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Wird endlick Doeh eriimert, doCsdie EbemnUlschel 
A, Ai» da sie sich in scUeferLage befinden, im Allge- 
nieiniai, entweder ein cinfiBidies HjrpeiiN>IoId odel* einen 
Kegel xweilen Grades eraengen» so folgen also nach- 
stehende SAtze: 

1) ^Alle Ebenen [(aaOJ, welehe durch einen 
beliebigen festen Punkt D gehen, und xfOYon 
Jede zu irgend eine» Strahle (a«) eines einfa- 
chen Hyperboloids [AAi] senkreeht ist, um* 
httUen irgend einen Kegel D zweiten Grades^" 

2),^lllet man »08 irgend 2) Jfjeget man dnrek ir* 
einem Punkte D, (Dnrch- gend eiaenPunkt DEbenen, 
Bclinitt der Axen A, A|) welche anf den Strahlen 
Lotke anf die Derührnngs- eines gegebenen Kegels 
ebenen eimea gegebenenKe- [AA,] zweiten Gradee recht- 
geU D sweiten Grades, so winklig stehen» so amhfiU 
liegen sie in einer andern len nnd berühren sieirgend 
kegelflSche [AAf^Ton dem- einen andern Kegel 1> ron 
selbea Grade"*)L demselben Grade"«). 



Zusammengesetztere Sätze and Aufgaben. 

54. Die in den vorhergehenden Paragraphen (§. 50 
-* S3.) entwickelten Eigenschaften beliebig schief lie- 
gender projectivtscher Gebilde und deren Erzeugnisse 
führen, durch Wiederholung und Verbindang, zu zu- 
sammengesetzteren Sätzen, und z^ar sind sie sehr da- 
zu geeignet, eine Menge von Aufgaben leicht zu lösen, 
viele Sätze einfach zu beweisen, den inneren Zusam- 
menhang von Porismen klar darzustellen, so wie end- 
lich auch die Abhängigkeit gewisser Systeme ungleich- 
artiger Figuren von einander zu begründen, und die 



*) Diesen Satz, nebst einigen mit ihm zosajnmeuhMngeuden 
Kigenschaitcn , habe ich zueret bei einer Gelegenheit im Joarn. f. 
Malhem« Bd. II, Heft III. ausgesprschen. 



55. ZusanmengeseUUre SäUc u* Aufgaben. 235 

Gesetze ffir die Uebertragang der Eigenschaften des 
dnen Systems auf das andere nachtu weisen.* Einige 
passende Beispiele werden hinreicliend sein, nm dieses 
alles ins Klare zu setzen* Ich mn(s jedoch bemerken^ 
dafs man hier anf Shnliche Weise, wie früher (§. 19 -— 
25.), (§. 41 — 43.) und (§. 46.), zu Werke gehen 
könnte, nämlich darch stufenweise Verbindung der Ge- 
bUde und mit genauer Oekonomie, alle verschiedenen 
Reihenfolgen von Sftizen und Aufgaben zu entwickeln. 
Mehrere hierhin gehörige Salze und Aufgaben werde 
ich im Anhange, zur Selbslübnng, aufsIcUen. 

55. Zum Bebufe einiger nachfolgender Salze und 
Aufgaben, so wie zur Erleichterung für alle späteren 
ahnlichen Betrachtangen, sollen hier vorerst einige Er- 
klärungen festgestellt werden, welche als Ergänzung 
oder als Erweiterung sich an die obigen Erklärungen 
(§. 19.) anschliefsen , und welche eigentlich schon fra<« 
her (§. 32, oder §. 33.) ihre Stelle hätten finden kön- 
nen« Aehnlicherweisc nämlich, wie in (§. 19.) die Fi- 
guren in der Ebene erklärt und in ihrer VoUsläudig« 
keit aufgefafst worden sind, sollen hier Figuren, im 
Allgemeinen, inög^n sie in einer Ebene E, oder in ei- 
nem Sirahlbüschel D , oder im Räume überhaupt Uegen, 
erklärt und aufgefefst werden, und zwar wie folgt 

Irgend n Ebenen» die aU zu- Irgend n Punkte, die als zu- 
sammengebörend ins Ang gefafst samraengeliorend ins Ang gefafst 
werden, sollen fortan „▼ o 1 1 s t S n- «vtrdea, sollen fortan ^^t o 11 s t ä n-- 
diges n Flach" Leifsi^n, nlhn* diges n Eck" heifsen, nämlich 
lieh die Ebenen sollen seine FlS- die Punkte sollen seine Ecken 
eben und die Geraden, in de- und die Geraden, in denen sie 
. nen sie sich paarweise schneiden, paarweise liegen , sollen seine 
sollen seine Kanten genannt Seiten genannt werden; es hat 
werden; es hat also im Ganzen also im Ganzen ^ n (n-1) Seiten. 
^ n (n-l") Kanten. Femer sol- Femer sollen die n Punkte, wenn 
len die nEbenen, wenn sie in ir- sie in irgend einer bestimmten 
gend einer bestimmten Aafeinan- AnfisinanderMge t«%efalsl wer- 
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deilblge aifgefafet werden, wdb«i den^ wobei DSmlich der erste als 
■fimlich die erste als ai»f die aafdeQletsteo (nten) folgend aa- 
letzte (nte) folgend ai^esehen gesehen wird, ,, ein Faches n 
wird» „einfaches n Flach^* Eck^* heifsen, und zwar sollen 
heifsen, und zwar sollen nnr al- nur allein die Geraden, in denen 
lein die Geraden, in denen sich die nnmiltelbar aufeinander fol^ 
die nnmitMdbar aufeinander fol- genden Punkle paarweise liegen, 
genden Ebenen schneiden, Kan* Seiten desselben genannt 'wer- 
ten desselben genannt werden; den; das vollständige n Eck um- 

das Tollstindige n Flach nmialst fafst also 3« 4, 5 n einfache 

also 3. 4. 5 n einfache n n Ecke (§. 25, Note). Endlich 

Flach (§. 25, Note). Endlich soll soll das Tollständige n Eck, so 
das YollstSndige n Flach, so wie wie ]edes einfache n Edi: „in 
jedes einfache n Flach, „im d er Ebene'' oder ,4m Ranme^ 
Strahlbüschel** oder „im heifsen, je nachdem seine n Ecken 
Räume" heifsen, je nachdem sSmmtlich in einer und derselben 
seine n FlSchen sSmmtlich durch Ebene E liegen oder nicht Wena 
einen vnd denselben Punkt D ge* übrigens in der Folge die uutoIU 
hen oder nicht. Wenn übrigens ständigen Benennungen: „n Eck'*, 
in der Folge die nnvollstfindigen „n Eck im Räume** gebraucht 
Benennungen; „n Flach,** „n werden, so soll darunter bezieh-- 
Flach im Ranme'* gebraucht lidh: „einfaches n£ck in der 
werden f so soll darunter bezieh« Ebene,'* „einfaches nEck im 
lieh: „einfaches n Flach im Räume'* verstanden werden« 
Strahlbfischel,'* „einfaches 
n Flach im Ranme*' verstau» 
den werden. 

Auch ist zu bemerken, dafs ein „einfaches n 
Fläch im Räume" zugleich als „einfaches n Eck 
im Räume** oder als „einfaches n Kant oder n 
Seit im Räume** aufgefafst werden kann, so dafs also 
derselben Figur jeder von diesen vier Namen beigelegt 
werden kann, je nachdem es den Umständen angemes- 
sen ist; und zwar sind diese Namen einander dergestalt 
paarweise zugeordnet, dafs man z. B«, wie oben ge- 
schehen, sagl: das einfache n Flach im Räume habe n 
Kanten, und das einfache n£ck im Räume habe n Sei- 
ten, und auch umgekehrt; d. h., es sind die Namen 
Fläche und Kante, so wie Ecke und Seite 
sich einander zugeordnet. 
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Ferner ist Ober n Seil uud n Kant noch folgendes 
zu bemerken: 

. Irgend n Gerade in einer Irgend n Strahlen in einem 

£bene E zitfammengefafst, heifsen Strafalbiiscliel D sasammengefafet, 

9,yollstSndige8 nSeit in der sollen ),Toll6t8ndiges n Kant 

Ebene** (§. 19.) im Strahlbflscbel** heiÜMui. 

Das vollständige n Kant steht also* dem ToIlstSn« 
digen n Flach im Strahlbüschel D ähnlicherweise entge« 
gen, wie das vollständige n Eck dem vollständigen n 
Seit in der Ebene E (§. 19.); denn wird der Strahl- 
büschel D der Ebene E entgegengestellt , so entspricht 
das genannte n Kant dem nEck und das n Flach dem 
n Seit (§. 33.). 

Es giebt nur einfache n Seit und n Kant im 
Räumen aber keine vollständige, es sei denn, dafs 
man irgend n Gerade im Räume (wovon keine zwei 

9 

in einer Ebene liegen) so nennen wolle; allein da zwi-^ 
sehen solchen Geraden keine unmittelbare Verbindung 
statt findet, so möchte diese Benennung unpassend sein. 

56, Zu den obenerwähnten Beispielen (§. 51.) ge- 
hören nun zunächst die folgenden ausgedehnten Sätze 
(Porismen) und Aufgaben. 

1) „Wenn im Raame ir- 1) „Wenn im Räume ir- 
gend eine Anzahl-n belie« gend eine Anzahl n belie- 
bige Gerade 8(, St«, 91^» , hige Gerade ^> ^,, $((, , 

$(0.1, und desgleichen eine 9(^.19 ^^^ desgleichen eine 
andere, um eins geringere» andere, um eins geringere, 
Anzahl n-1 beliebige Ge- Anzahl n-1 beliebige Ge- 
rade A, A|, Ag, , A^2> '«d« ^» ^\^ ^2* » A^-«, 

gegeben sind, wovon we- gegeben sind, wovon weder 
der bei jenen, noch bei bei jenen, noch bei diesen, 
diesen, keine swei in einer keine zwei in einer Ebene 
Ebene liegen, und wenn n liegen, und wenn n Punkte 

Ebenen «t a^, ee^, •*..., «^.i^ d« il|iiKs) > ^a-f* die derRei- 

die der Reihe nach durch he nach in jenen ersten n 
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jene erstell n Geraden ge- Geraden liegen, sieb ao be« 
ben, aicb so bewegen» dafs tregen, dafa die Geraden» 
dieDnrcbacbnittalinien der welcbe dorcb die nnmittel- 
nacb derReihe unmittelbar bar aufeinander folgenden 
aufeinander folgenden Ebe- Punktenpaare geben» also 
nenpaare, also die n-1 die n-1 Geraden M|, ^1^2, 

Durebacbnittslinien an^* ü^a^f , aa.2ag.|,nacb der 

«(««•«««jt 9^11.2^1' i>*cb Ordnung bezieblicb jene n-l 

der Ordnung bezieblicb je» andern festen Geraden 
ne andern n-1 festen Gera* scbneiden, so* besebreibt 
den scbneiden,so bescbreibi nicbt allein jede dieser 
niebt allein jede dieser scbneidcnden Geraden^aon- 
Durebacbnittslinien» son- dem so besebreibt jede der 
dern so besebreibt jede der ^n(n-l} Geraden, in wel- 
^m (n*l) Durcbscbnittsli- eben die n Punkte paar- 
nien, in welchen die nEbe* weise genommen, liegen, 
neu im Gänsen einander ein einfacfies Hyperboloid, 
paarweise schneiden, ein welches auch durch dieje- 
einfacbes Hyperboloid» in nigen awei festen Geraden 
welchem auch die swei fe- geht» in welchen sieb die 
sten Geraden liegen» um jedesmaligen swei Punkte 
die sich die jedesmaligen bewegen." 
awei Ebenen drehen.** 

Die Richtigkeit dieser Sätze folgt ohne Scbwierig- 
kcit aas den obigen Fundanientalsmzeo (§. 51, IV.). 
Auch ist letcbt zu sdien» dafs und wie diese Sätze, in 
gewissem Sinne» die früheren Sätze (§• 47, I. nnd II.) 
als besondere Fälle umfassen, und daCs ihr Beweis dem 
der letztern ähnlich ist Aufserdem umfassen sie sehr 
viele andere besondere Fälle» als z« B. die nach- 
stcheoden. 

2) „Wenn im Räume ein 2> „Wenn im Räume ein 

beliebiges nKant9l9(,9c beliebiges ii^eit AA^A^ 

Ün>f ^^^ irgend n-1 Kegel. A,,.| und irgend n-1 Kegel- 
flachen 2ten Grades [Haj, schnitte fAAJ, [A^A^], 

[SliSIg], [^n.8*ii-il» wel- [A„.2A„.J, welche nach der 

che nach derReihe den n-1 Reihe den n-1 ersten Win- 

ersten Kantenwinkel (8V^), kein (AA,>, (A|A,), 

(Mi%)» ••••• (^n-8*ii.i) d«8 n (A„.2A„.,) des n Seits einge- 
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Kants nmscbriebea sind*), »ebrleben sind*), gegeben 
gegeben sind, und wenn sind, nnd wenn eis verln« 
ein verSnderlicbcs einfa* derlicbes einfaebes n Beb 

ebes n Flacb •ta,«i2..,..fle„_|y M,Ag n^.! sieb so bewegt, 

sieb 80 bewegt» dafs seine dafs seine Eclcen A, ttft •...« 
FlSchen «»«t »•..•. tt„.|>nacb ll„.|, nacb der' Reibe, die 

der Reibe sieb nm die Kan* Seiten A, A^ , Ag.i jenes 

ten Sf, 9|, 9l„.t jenes n nSeitsdnr€blanfen,wilirend 

Kants drehen, wihrend sei- seine n-1 ersten Seiten Hi^ 

ne n-1 ersten Kanten aa^^ Üf<>s» 9 ^«ws^n.«« naeb der 

cx^«^, ...... «n_2a„.i, naeb der Ordnnng, sieb als Tangen- 

Ordnang, sich als Strahlen ten nm jene Kegelschnitte 
injenenKegelflXebenbewe- hernmbewegen; so bewegt 
gen: so bewegt sieb ancb sieb ancb seine nte Seite 
seine nte Kante «„.i« in ei^ t„.iil als Tangente nm einen 
ner bestimmten nten Kegel- bestimmten nten Kegel- 
fläche 2ten Grades [tl„.i9}, sebnitt[A„.,A],we)eher dem 
welche dem nten Ksnten- nten Winkel (A„.,A) des ge» 
Winkel (^_|8l) des gegebe- gebenen n Seits einge- 
nen n Kants umschrieben schrieben ist, nnd so be« 
ist, nnd so beschreibt jede schreibt jede der ^ n (n-3} 
der fibrigen ^ n (n-S) Kan- fibrigen Seiten deM voll-* 
ten des dorch das genannte ständigen n Ecks, welehea 

einfache n Flach ««I «„.^ dnrch das genannte einfa- 

bestimmten yollständigen che n Eck ai| il„.| be- 

n Flachs ein einfaches flj- stimmt wird, ein einfaches 
perboloTd, welches dnrch Hyperboloid« in welchem 
diejenigen zwei Kanten des auch diejenigen twei Sei. 
gegebenen nKants geht» nm ten des gegebenen n Seits 
welche sich die swei Flä- liegen, längs denen sicl| 
ehen> denen die jedesmal!» die zwei Ecken, welche die 
ge beschreibende Kante an- jedesmalige beschreibende 
gehört, drehen/* Seite bestimmen, bewegen.** 

3) „Wenn im Ranme ein 3) „Wenn im Ranme ein 

beliebiges, n Kant $191^ beliebiges n Seit AA| 

8Ib.i nnd irgend n-1 Ebenen A„.|nnd irgend n-l Punkte B, 

9» S5,» 88a.2» welche h^f Bn^g, welche in den 

dnrch die n-1 ersten Ecken n-1 ersten Flächen (Winkel- 
SXitSfSg» » 8n.s^n.i 4es Ebenen) AA|» A|Ag, •.... 



*) d. b. die KegelflSche geht *^ d. h. der Kegelschnitt bc-^ 

dnrch die jedesmaligen zweiKan- rührt die zwei Schedcel des Win- 

ten nnd ihr Oßttelpnnkt liegt also kels und liegt also mit ihnen in 

in ihrem Darchschnittspnnkt einer nnd^ derselben Ebene. 
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a Kaats gebe», gegeVen A^^A..^ des n Sclta liegen, 
sind, nad wenn ein vctän- gegeben «ind, und wenn ein 
derliehes einfaches nFlacb verÄnderUchef einfaches n 

«I, .....a„.^ sich so bewegt, Eck M^ ü^a sich so be- 

dafs seine Flächen, nach wegt, dafs seine Ecken, nach 
der Reihe, sich um die Kau- der Reihe, die Seiten jeoes 
ten jenes n Kants drehen, n Seits durchlaufen, wäh- 
wlhrend seine n-1 ersten rend seine n-1 ersten Sei- 
Ksnten, nach der Ordnung, ten, nach der Ordnung, sich 
sich in jenen festeuEbenen um jene festen Punkte dre- 
bewegen: so beschreibt hen: so bewegt sich seine 
seine letzte Kante eine be- letsteSeite alsTangente um 
stimmte KegelfUche zwei- einen bestimmten Kegel- 
ten Grades, welche dem schnitt, welcher dem leta- 
letsten Winkel des gegebe- ten Winkel des gegebenen 
nen n Kants umschrieben n Seits eingeschrieben ist» 
ist, nnd so beschreibt jede und so beschreibt jede der 
der fibrigen in(n-3)Kanten übrigen ^n(n-3) Seiten^des 
des durch das genannte ein- durch das genannte efnfa- 
fache n Flach bestimmten che n Eck bestimmten voll- 

TollstSndigen n Flachs ««i. st&ndigen n Ecks M^ ftn-i 

*-»'*«ii.i **^ einfaches Hy- ein einfaches Hyperboloid, 
perbolold, welches durch welches durch diejenigen 
diejenigen zwei Kanten des zwei Seiten des gegebenen 
gegebenen n Kante geht, n Seits geht, Ifings denen 
IXngs denen sich die jedes- sich die jedesmalige be^ 
malige beschreibendeKan- schreibende Seite bewegt" 
te bewegt*' 

4) „Wenn im Räume ir- 4) „Wenn im Räume ir- 
gend eine Anzahl n beliebi- gend eine Anzahl n beliebi- 
ge Gerade %^„ ,fXQ.i,und ge Gerade %^f, Sln.f»«»d 

eine gleiche Anzahl andere eine gleiche Anzahl andere 

beliebige Gerade A,A| 9 , beliebige Gerade A^A^,.... , 

An_|, wovon weder von die- A^.!» wovon weder von die- 
B.en noch von jenen, keine sen noch von jenen, keine 
zwei in einer Ebene liegen, zwei in einer Ebene liegen» 
gegeben sind, so soll ein n gegeben sind, so soll ein n 
Flach (im Räume) so be- Eck (imRaume) so beschrie» 
schrieben werden» dafii seine ben werden, dafs seine 
Ebenen derReihe nachdurch Eck^n der Reihe nach in 
die ersten nGeraden gehen, den ersten n Geraden lie- 
nnd seine Kanten der Ord- gen, und seine Seiten der 
nung nach die letzten n Ge- Ordnung nach die andern 
raden schneiden/* n Geraden schneiden/^ 

Aebn- 
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Aehnlicherweifle, wie die obigen SAi%e (1.) andere 
Sätze, umfassen auch die Torliegenden Airfgabeh {i^ 
in gewisser Hinsicht, die frOberen Aufgaben (§*.f25. a* 
§. 47, III.) als besondere Fälle in sieb, und ihre Lö- 
sung ergiebt sich aus denselben projectivischen Eigen« 
Schäften« auf welchen die Lösung der letzteren beruht 
Nämlich man. nimmt, um z, B, die Aufgabe (4, recltfa) 
zu lösen, in der ersten Geraden 91 irgend einen Punkt a 
an, legt durch diesen einen Strahl a^ welcher die zwei 
Geraden A, Sfi schneidet (§* 51, IL), so erhält man in 
der letzteren einen bestimmten Punkt Oi (den Durch- 
schnittspnnkt), durch diesen wird weiter ein Strahl a^ 
gelegt, welcher die zwei folgenden Geraden Ai, 9(a 
schneidet, wodurch man inl^er letzteren 8(3 einen Punkt 
da ^findet, und so fährt man fort, bis man endlich durch 
einen bestimmten Punkt a«i.i, in der Geraden Sfn-ii ei- 
neu Strahl ag-i legt, welcher die zwei Geraden. A«.i,9C 
schneidet, wodurch man in der letzteren 31 einen zwei- 
ten Punkt erhält, welcher dn heifsen und als schiefe 
(oder gebrochene) Protection de^ ersten a angesehen 
werden mag. Eben so sucht man «u irgend* zwei an- 
dern beliebigen Punkten 6, C der Geraden M zwei ih- 
nen entsprechende Punkte bn» Cn in derselben, sieht so^ 
dann die Punkte a, hß C und a^, 6119 Ca als entsprechende 
Punkte zweier aqfeinander liegender projecliviscber Ger 
raden 81, 91b an, und sucht C§t 17.) die vereinigten ent^ 
sprechenden P^nktenpaare der l^tzteren,^ wodurch so^ 
fort die vorgelegte Aufgabe als . gelöst zu betrachten is^ 
Die andere Aufgabe (links) ist dadurch offenbi^* zu- 
gleich gelöst Wenn die Rangordnung der gegebenen 
geraden, jede Abtheilung für sich genommeq, ujaroir Be- 
lieben gewählt werden darf, so ist ^ie Zahl der Auft 
lOsqogen, irekhe Jede der vorgelejgt^n Aufgaben im Alln 

'.','.' 16 - ' , ' ■ ' 
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'gemdli^' zalSfst, bflenliar Aeselb«, wie l>ei der (d>igen 
Aliirgäbc (§. 25, Not«.). 

Da obig« SStzen (2.) und (3.) entsprechen naeh- 
^Äende Aufgäben. 

6) ^Wenn im Räume ein be- . 5) ^Weaii imRanme ein be- 
'ii^bigetf nKant and irgend liebigeft nSeit nnd irgend n 
nKegelflScben ftdbOr., wek'KegeUcbniUe, welcke den 
«fbe den n Winkeln des4el- Winkeln desselben einge- 
ben nmsckriebensiniL» gege- 8cbriebensind,gegeben.8ind, 
lien sind, so soll ein nt*lach so soll einnEckso besckrie- 
isobestbriebentrerdeii, dafs ben werden, dafs seine £k- 
Sjeiae Flicken nack d^r Ret* ken nack der Reibe in den 
ke dnrck die Kanten Jenes n Seiten jenes nSeits liegen, 
jCants geken, nnd seine Kan- nnd seine Seiten, nack der 
.'fen, nack der Ordnung, in Ot-ditan^ jeneKegelscknitte 
jenen Kegelflick An liegen." berikkreiL" 

- 6),,WennimRaameeinke'> (Q^Welin im; R,aamiS ein be- 
liebiges nKant nnd irgend n liebiges nSeit nnd irgend n 
Ebenen, welcbe nach der Punkte, welcke nack der Rei- 
fte&ke darek seine n Ecken kein seihen Winkel-Ebenen 
geben, gegeben sind, s^ soll liegen« gegeben sind, so «Call 
•in nFlack so besckrieben einnEck sobe^ckrieben wer- 
werden, dafs seine FlScben, den, dafs seii|e Ecken, qack 
"nack der R^iBe, dArbb' dU de^ Reibe, iiid^h Seiten je- 
Kanten febesB Kants :gekeiw nes nSeits Hegen» nnd keine 
Oft d seine Klonten, nack der Seiten» nnck der Qrdi^aiig» 
Ordnung, in jenen Ebenen durck jene Punkte geben." 
riegbn.'' • 

bie LÖsttDg dieser Aüfgdb^ti \^ dhd 6.) bernlit auf 
deiiiselben SigeiiscfaaÄen, ttiä d!e der obigätt Aufgabe 
t4.), von Welcher sie. In' ^ewissfeiÄ Sfime, besotid^rt 
FftUe sind. Die iWti läftteii AulTg^ben/CÖ.)* biüif, iin 
Ci^uttd^ genöinnien, '^ine und dieselbe, aucÜ Wufd'e di^ 
^eftle'dhVon fecbött früher (§/32, fend^ iöit andern Wör^ 
ten aäsgesproeheti: '* 

' fc7. Ein sfehr specieH^i* Fall <!lfet vörhörgehieüdfeYl 
iitafdpttofgabe (§. S6,'40 ist iH neaei'ef Zeit in einigen 
l^ACheniafÜschett ZeitlBchriffeh unter verschiödcden Ge- 
sichtspunkten aufgefaüst und gelöst worden; dieser Fall 
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tuAmhieVf iMcr dltb 8eü«ii*ileneliiedeBe* Avmh%m^> 
iteb^t mnigieik Fole^ungen, mütdbt. pro|eöliviscli^r £iy 
^^kfikaftcD} iofftdlvadleidit gelöst und klar daif edtoUl. 
nv^rd^«: 'Diö evsCe AiHsa§^ dieeeft FoHeSi weBQ Aiaa 
ihn nttulidv «vis der öbigeiilAiifgäbe* ableite, und iwar 
dadurch, dafs ^ daselbst die Zahl der gegebenen festen 
Geraden bei Jeder AbtbeiiuBg auf nur iTrei besohrätdit. 
wird» lautet Yvie; folgt I • 

1) yjn irgend vier gegebe- 1} y^Dureli trgend vier ge« 
ire« Gifersien ^g 9i$ A» A|» gebene Gerade Sf>1X|tA» A^, 
woi^pn Iceine .^wei in einer wovon l^eii^e swei in «iner 
£))e.ne lißgen, yierPanlkte zu £bene liegen, yier Ebenen 
fiki'deny in jed^r einen« wel- so leg^n» ddrcli fede eine»' 
«fceia einer Geraden liege&*' welche sich in einer Ger^ 

den scbpeideti,'* 

. ^ Oder die^e Baden Aufgaben {aasen aicb in fo|geyada 
bekannte Aufgabe ausammenfassen : . 

2) ,^Dfie|enigen Geraden zu' finden, wßJcbe 
irgettd vier gegebene Gerade A,Ai, Aat'Ajiy yfo- 
▼on kein« swei in einer Ebene lielgen^ scbo^K 
den.?* 

Aufltfaunf^ Die obige AuOttsung (§.56^ A.) ver-. 
einfiMAt' ridi fttr deii' gegenwärtigen ..Fall ^ie folgt« 
Binndi 4(ine der^egeiiepeft vier Geraden, efwa iturch A» 
lege man irgend drei Ebenen a^ ß, y, welche .die drei 
tibrij^n Geraden Ai, Aa» At hifeziehlioh ia den Gunk- 

ten Ol, a«, 4iBr6i, 6i, 6af (ir^sr^s sidhix^idsii, w^bei 
Am Bild <Flg. 63.) der VorstellMg behiilflich sein mag, 
aiebe sodann die ätrahlenpaare a^Oa nbd Otas, .6r(a u|i4 
^6s9 U<^ ^Vkd c,Cs/ welc8le der Geraden A in den Punk^. 
tenpAaren 4 üdd 04, '6'iiiid #4, O'uiid/t« beg^nfen, seba. 
cKese ale mtspreehende Pbdkt^rafiaiire izwefer anfeinan«. 
derKegeifdeii p3H>)eoti9i6dbdr^crftdeii>A>a)ald^ an^ und 
^he enfort d^en veveioi^ eiitsprechen^iBi Punktje <§4 
17«), \iO' kattri eadlich durth ))eden dieser Piinkte ( xmi 

16* 
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ntir davch dKeüe) eine Gerade gelegt weiaden, die der 
Aufgabe genfigt, näaiUch die Gerade, wddie alsdana 
durch den einen oder andern dieser. Punkte so gdegC 
wird^ dab sie irgend zwei der drei Geraden Ai, Ai» A« 
schneidet, trifift auch die Jedesmalige: dritte^ und scbnei» 
det somit alle vier gegebenen Geraden. Es giebt dem- 
nach im ABgemeineo zwei Gerade, die der Angabe g^ 
nfigen; es kann aber auch nur ei|ie, oder gar keiae 
geben X§« W, IL). 

Die Richtigkeit dieser Auflösung f&llt in die Augen. 
Nämlich yermöge der Strahlen aOi, 6(1» CCi» , wel- 
che durch die Ebenen o^ ßi y^ des Ebeoenbüiichels 

A b^timmt werden, und welche die drei Geraden A» 
Am As schneiden, sind die Geraden A und A^ in An- 
sehung der Punkte ^^%^ c und a«» i%tM%- 

projectiviach, und aus gleichen Gründen sind die Gera-: 

den As und A« in Ansehung der Punkte ai, :&t> Ct» 

und a«, 64» (4» ••••«> projectiviseh^ folglieh sind auch die 
€reraden A und A« in Ansehung der Punkte a, 6, c; ...p« 

und a«, 649 C4, pro)ectivisch, und es müssen, bei 

ihren vereinigten entsprechenden Punkten nothwendiger- 
if#eise andi die zugehörigen StraUeö aufeinander. fallctt, 
die sodann jene Geraden sind, welche der Au%abe 
genügen. 

Die vorstehende Aufgabe ,(2.) wurde von Ger« 
gönne im XVIL Bd. S...83;. seiner, ^m9^# ie.ma^ 
ikematiqueB zur Lösung aufgestellt, und zwar: mit 
der Forderung, daCs die gesuchten Geraden in aller 
Strenge konstruirt wecdoi sotten (cpnstrliire rigoureu? 
sement la droite qid etc.), weil er vermutUich.dieKjMi« 
struGtionen bei den damals bekanUten AuQOsongen, wel- 
ehe mittelst Gootdinatoi odei* durch Projedion (Geo- 
metrie descriptive) ausgeführt waren,, ungenügend fand. 
Ich habe darauf im Bd. II. S. 268. des Journal für 
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MNlb^matik eine AtiflSsniig dieser Aiilgd»e bekannt 

• 

genaeht» and fast gleieii«eil)g erachieii audi lüden ^e- 
ttamiCMi Annales Bd, XVJU. & 182. eine: AuQösuDg 
dtSvsdbenveiiBobillier undGaxkinskj« Diepezwei 
AoflBiiHigeii stinMen jedodi ia Einigem mil deneii Obef- 
•in, weldM Petit und Briaiiefc<>.n; sc^on frUlier (im 
Bd. L & 434. der Corr^w/k 9». /UBsefe Po^) g^ 
f «be» betten, die mir aber erst. qiAter zu Gesicht k^- 
m«D* Im erwihnten. Journal Bd* V, & 174, erscbiep 
feciier-äne dritte Auflösnag, die indessen yprde^ ixf\- 
keinen .wmig VonCIge au beben ^beint, nitr daCs^sie 
donb Hülfe der Coordmaten gefObrt ist. ])ie TOfst^- 
beade AoflOsong 9t unatreitig unter allen bier genann- 
ten bei weitem :die einfadisf e ai|d beqiieroste, ond dttrfle 
ib aolibe uroU der GergQune'schen Forderung Ge- 
nfige leisteq. - - 

. iäae andere Aussage der obig^i Aufgabe, unter 
welcher sie von Brianchoii uqd Petita, a*Q* geläpit 
worden» ist folgende; 

3) »Di^ gegenseitigen. DurohscbnFilt8|]tuakle 
eines giDgebenen einfachen Hyperb.oloida und 
iOiner gegebene^n Geraden z^u findien«" 

Werden irgend drei Gierade des Hyperboloids, d^ 
. mi* einer Siebaar gehöre ajU die vorgenannten (2.) dr^i 
Geraden Ai»jA»9;Asi und wird die gegebene Gierad«, 
als die vorige Gerade A angeseben, sp^ sind alsdann d^ 
vereinigten entsprecbenden Punkte der Geraden A, A« 
die hier zo findenden Purcbnittspu^kte, 

Dieselbe Autgabe kann ferner auch in nachstebendiB 
Auesage eingekleidet werdea; 

4) „Wenn irgend zwei einfach^ Hyperbo- 
loide H» Ht und irgend "zwei Gerade A«» A«» die 
in beiden Hyperbololdeti, aber nicht in einer 
Ebene liegen, gegeben sind, So sollen die übri- 
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' Sandte Itwk ge^eb^beb'GerkdeA'A^, As iiMbt in 
*eWkhT Ebine lie^h; >8fo' giebarM die inr ^fedtnHypevb«^ 
Mä' tu einet*' S(ebMi<* (^adev <§; M^ IVj); ^«*M a^ 
fedel- lÜddit ftwei'Suküan^ti irgetfd Mte' ^dritte Cremk 
äDgen^in^n; tfnd' ^«^«Meil die6^ iWei feeiieB GiraAeb 
als di^ iobigea (3.>'Gerliden Ay Ai imgeseheti, «0 ^#1»- 
äen offenW diejenigen Geradeti, 'W«leiie die iieF^Ski- 
rafdien A, Ai, Aj, Aj 8ciineMie&, «er gegen watiijeii mit- 
gäbe genügen, 80 dafe aUb die Hyj^erboioide, mvMr 
den ge^elyenen Geraden A,, As, im' Allgemef&W OMh 
tira Midefe G^radb, etwa e, k (§• 17.), gäneia IbdMfc, 
'#eI6b^ die erätetil'tWei 'ächneiden, nnd aiM> tiieüt'ttitt 
ihnen aus eiii^r ' ^eha^^ ^Ih'i. Dafe '"die VljpiihtAdiie 
H, H| nicht mehr als zwei Gerade von j^dük 'SdNiar 
"gemfein babe^ kMniki; ibt'einleachtend; wMI )mMs von 
Ihnen dftrch drM zu einei^ Sebaar gcliMge'<3^efade be- 
/ stimmt wird ($. 51, IV.). Hierdnr^ h^ tiso- «iigM<lh 
der naehstehende Säfz erwiesen. *' • ' * ' . 

* 6) „"VlS^enn zwei einftfebe Hjr^^ii^öi^fde ir- 
gend zwei Gerade A„ A3, die 'nitibt ia ^^IMv 
Ebene liegen, getaiei'n liabe^,'H6 fe^chtjc^infifn sie 
einande^r anfserdem 'im A^t^lig^meli^ett iPü^'ncNA 
zwei andern 'Geraden e, k^ wel'che 'mit '^atie4i 
zweien, in Bezog auf jedes Hyi»eTbol<rFd,'fai<At 
aus einer Schaar sind^; odeir'sit können -abefr 
aach einander auiserdem entwiedeVct) in (tängs) 
einer andei*n Geraden (ek), diemfit jenen'to^eien 
nicht aus einer Schaar ist, berühre'n; oder^) 
gar nicht treffen (2, Aufl.).*' ' * 

Im letzten Falte (ß) kann üvan c^gen,' dti Byfver- 
bdlölde schneiden einander ant^ei^dM in ' zwet iitmllgiaX- 
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ä& . 9wffA^v^ ^stoB ml} Aafgabcm ; : %^^ 

ruDg den folgenden be8(Mi<}e;CQ.Sji|t2.: ^ . . 

j 6)t^W»?,^A;iV.e.i.e^afficjhfB JHjrperl^.Ql^J^^^ 
ander in einer Geraden (ek) berühren} f.9.,9f ^jfl?i* 
deioi-#ie ^jpand^r uebatdem ^m^H^^^eiaefU io 
»wei Qftwdjpn A9,, A^,;,we|c^e in j^dje^. I^pe^^^ 
bplylfl zu diper §c^ia#jr <^^|ii{>^^n; ß^ßs %^,!^*^P:: 

i|4$9 »ipli 9f|,ofl iil PfnfiT W^ifi^P ^.®'l^^.^.^fiA»4A 
die mit jener (ek) in jedem Hyperboloid l^^ch^ 

SU einer $)Ql^af} d^h.öri;, b/erübfei^^ od^r sich 
gar nif^t ifi^Ui^r begejnen/' : 1 . , v 

, 5^ jp<U- .fifijD^eri^cbe B^o.e^iui» bat If/fitf^i if!}f^ 
Sat,^J^d^»m4 -gpwachl und beii^efien '^); » .^ 

, . ;«»a.fR ^ n^iMliQli uc^^e Pfj^re,ar^,e,p^^^ 
lÄrc) J.^tr^^der §eJ{ien>.ftpB^^ wov^op ^^. 
^e^a ipf^ ^jo^orn .(um- pder) ßifi^escfirie^ 
. ]|]ien ji9t,;d. b^» woyqii die £pkfn plA^^ }P? 
.. ^fti^iii^ dep FlächeB de^ :{iiiff]rii> o^er ,iif, 
d^r^ßP Eb^aeii, Uege^'' . . ., 

©jie .Y9^1^^rgeli0n4en,U9t^rf^HphM96^ gev^e^ cyicl)^ 
nur eine anschauliche . leicbte D^st^^li^, 4ff IViobl^gkei^ 
dieses . Sfitzea, .0^4^ni «10 jest^t^ii iHicli, ^ne ^entliehe 
Einsicht in d^ Spfeli^^mui feiner, S^öjgUcbiMit iu|t^f S®- 
^issei^ ^egel^ep i^e^ingui|gen. Zju diese|n ^a^zweck 
möge folgenlf^'Ai^gabe «k^fgesteUt- Uitd i^er/l^re Lö- 
sung ej njige^ ^^^^i^tangen hjmniel^i mt4^nt . , . • ? ,, 
„We^n fti^,JbcliebigesTetri^^d.0^T g^gp>en 
ist, ein fin^^i'ea t »u ^e^cbreib^y» .^e8j5.eiiE9^ 
keil jin.dep ^ISf^I^en ^os ejrstejci, p^e^.i^ ,4^''?," 
Ebenep, LiegiQ,Py UO.d desse^ Flf^cfien» pdcf de^ 
ren Ebenen^ durch dieEckep di^s eisten geh(^n, 
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nnä «war wena cwet Ecken ^es zweiten Te- 
traeders r gegeben sind.'* 

Ueber diese Aufgabe kann tDTfirderst folgendes be- 
neikt werden« 

Es seien A, B, C, D die Ecken des ersten Tetnu 
Sders Ty und a^ ß^ y^ S die des zweiten t* Man ndine 
an, die Ecken des zweiten sollen nach folgender Ord* 
nnng in den Fttcböi des ersten, oder in deren Eb^^n, 
Begeni 

I. «BCD, /JACD, yABD, *ABC 
wo z.B. aBCD heiÜBt: die JEcke a liege In der Ebene 
der Fläcbe BCD» Nach dieser Annahme bleibt nun 
noch die Raogordnong frei, nach welcher die FISdien-> 
ebenen des zweiten Tetraeders r dardi die Edcen des 
ersten T gelien sollen ; diese gestattet, iiach der blofsen 
Cömbinätiön der Bachstaben, 24 verschiedene Fälle (§• 
25, Nofe.1 Diese 24 Falle sind in Hinsicht der Zahl 
der Auflösungen , die sie zulassen , wefsebtlich von ein- 
ander unterschieden, und zerfallen In diesei^ Beziehung 
in drei Abtheilungen, wovon z. B« zur ersten Abthei« 
liiQg folgende vier Fälle gehören: 

1. KßyS, IbayS, Caß9,Tiaßy. (a) 

- '12. Kaßyy'Raßd.CayS.ryßygi ' 
|3. 'Kaß8,Jiaßy,Cßy8,f}kyS>.....(^) 
4.' Kays, BßyS, Ctcßy, BaßSß 
welche, wie durch die Unterabtbeilungen (a), (b) ange* 
d'eutet wird, Im Weseitt liehen tmr zweierlei Art sind. 
in federn dieser vier Fälle kommen der vorgelegten Auf- 
gäbe unendlich >^iele Auflösungen zu, (dagegen scheint 
bei den übrigen Fällen theik uu^ eibb erbzige, theils 
gar keine Auflösung möglich zu seih);' ^ 

Als Beispiel soll nun der vorstehende FaH (1.) hier 
näher betrachtet werden. 

Es sei ABCD (Fig,54.) das gegebene Tetraäder T, 



tmd ^wa i$9 y Se twd gegebenen Edten des tweüeo, 
zu benchreibetideli, Teträfiden t. Da dorcb die drei 
gegebenen Ponkle Bj ec^ y die Ebene hayS bestiaml 
iki, in wdcher die Eeke S liegt (II, 1.), und da leMero 
aadi bt'derFlftchenebeneABC liegm mub (I.X eo ht 
folglich ihr Ort anf die Dnrchschnittslinie Bl dieaer 
xwei Ebenen beechr&nkt. Ebenso nnfs die andere tu 
suobendeEcLe ß einerseits in der Ebene Day und an^ 
dererseits in der Ebene A CD liegen » so dals folglich 
ihr Ort aiif die Dorchschnittslinie Db dieser awei Ebe» 
Aen beschränkt ist Da nun ferner Ton dmi'ta finddh» 
den zwei Flftchenebenen AßyS, C«ß9 (II, 1.) Jede 
daroh die zwei Ecken ß, 8 geht, to dafs die Kante ßd 
in ihrer Darchschnittslinie liegt, ^ so kommt es fol^ich 
nur darauf an, durch die zwei gegebenen Geraden A;^, 
Ca zwei Ebenen no zu legen, da(s ihre Dorchsckiitts-^ 
linie die zwei gegebenen Greraden B$, Db schnddel, 
od^, was ebeü sd tiel ist, eine Grerade za finden, wel* 
che die ^fer Geraden Ayä\ bb, Cac, Db schneidet 
Wii^d aber bemc^rkt, dafs diese vier Geraden > bereits 
von den drei Geraden AC» BD/ äy geschnitten wer-' 
den, so folgt, dafs es von einer unzähligen Scbaar(ve^> 
rader geschetien kann» za' welchen diese drei gehören 
(§• 61.)» ntaid zwar folgt, dafs jede Gerade, welche ir«* 
gend drei demselben sohaeidel, auch jedesmal der vier«' 
ten begegnet Daher sind auch unzählige Tetraeder r 
möglich, welche der rorgelegten Aufgabe gentigen, nnd 
zwar dergestalt, dafs z. B. jeder Punkt in der Geraden 
Bb als die zu suchende Ecke S angenommen werden 
kann, wodurch, sodann die andere Ecke ß bestimmt 
und nach (§. 51, II.) leicht zu finden ist (und zwar bei 
der hier zu Grunde gelegfen Figur „blofs durch Zie- 
hen dreier Gerader zwischen gegebenen Punk- 
ten'^ gefonden wird). Oder es folgt daher, dafs der 



iifs«)4i^.#i äi0 «vrrN £t;keq:^, 4 die ibq^n^ ^ommpfe^r. 
4e» iOr(#ltoien: Dib> E6 i)r<o4pctivisq|^ 4h^l«n, 

gi««4 ÄW#i PmitMe. a,:y, wte,Ielie ip.^wfei FJ^^e^i- 

g4»^t'ffB iipztblig? $ind€^e T.^tra^cler r, .^^Jc^/e 
jiejQent .B:acb deif.Qbigea Axt (H, J.).*tt€Jlc«i^b.:«iöT 

litiiid 4l||nigeßpJbr>ieb^D, si^dy und yvovo^ i,e4^J^i 
i^»e«i»>fr;^i Puakite zu iE/okpm^ktjeii hmt; der ,Qr.t 
ifcrfirftJ^rig^a, Eckpunkte 7?, 3 is^auf ftf^^ hß^ 
^1tbwmit^ Gerade I^i-^ B6ib^s^bränkt/und,^vrar 
dtoivg^lHilt, 4^f« di^i8^Creradei^iliA,q^reh4o^ <)ßr 
Ziifcli»m«Rgpbör4(ea.}EcK|^|iakteojidai*e pi-^je^*. 
Ufth^iMnAf: H«id 4ai;f iiiil^lieli 4e^ .Qi:t di<^ir 
d-i«tef.£^pttnkt^ Yer^i^.dend^^ KfipA^. ^^. W? 
ei4fi^0lil&9 Hyperboloid iM*'' . ' ., j. 

n /£« m^* D^cb > bemerkt i^^dpn , daW M . d^ <dr#, 
lAHgn» F»lha (II; bo äh«ilicbe:Au{Uifti|Dgm s^t^fif^s 
dfsü,/ wie iJie yar*«^^eDdei .und :diif9; Ms ihQep ^e|^^ 
BetidMe fflgea^ f^) . 



.. ; *)i ]^ w4ra ;Wobl zo ^fvüiifcliseii, da|s .ticli Jemand die Otobe^ 
gSbe 9 die obige Aufgabe Tollständig zu, erörtern » d. fa. das «Eigen- 
tbümiicbe Mler möglichen FSlle derselben in's Klare brächte» and 
d2« dabei 'statt findenden 'Ümatän^ edbnehte. Die «ofstebeiide 
4«9ö8fiiig f etgt, ivae di^fm'fGreg^nstaiide 4iir^b:pr<4ect|?4«cj|^e>£i- 
genfi<^a^en beizukpininfn sei. J$ei ipel^er flüchtigeji Untersuchung 
fand icfiinmer andern noch: ,,pafs wenn zwei Tetraeder T,i 
nviih eitf<sr der 6big'eA' dy<^i ÄTten (tl| b.) eitian^er um*^ 
SfeJk^ri/elhto .«ifid^ 8iiu>lada«it ü«ufset4ejvi ^liUbp ^ege«- 



59. Ueber Abhäqpgk. iiMMihifl^tMM^|«r Figuren. fft 

Ueber Abhängigkeit einiger Systeme yerschlejleiiaf: 
'* • tlgelr't'ig'aTeii Toneitratadtf*. • ' ' ^ 

. ,59. 1)93 einfache )^jperb9lo|d .,giebt,. y^rnoö^e • der 
ihif zukpmmen^ejipi EigeQ^b^ft^.upfl .pafpeDtljch jeer; 
möge iBf iner dl/Qypi^eltaKi . Er^ugupg ^f^fcb pr^qtiv|sche 
Ge}>U(^, eqi Miitel an die Hand .die gegenseitige Abr 
h^PS^^^i^ .gf^isse^ Systeme ws4^i«dei^rtiger Fijg^uren 
v^o .ep^pde^ kifir dar;^i^thi4p,.. die jU/^^ertr^gui]^ c^jT 
Eigenschaften jedes Systems auf alle tibrigeil l^icbt zf| 
bewerkalelligieai .und zugleich s^^icfi )!^^es^ System in 
^es* aod^e zu vemnmdeln* Diescsr GegenslaAdtge- 
bdrt eigentlich 'd«m zweiten Abschnitte afB, (weil dieser 
das Aufeinanderbeziehen -der Ebenen und der Strahlbü- 
schel enthaltet! wird),' wo er (so ^ie tm'TieHeii iind 
fünften Abschnitte) seine Yollständige ErDrterhng. finden 
wiüd; yregen seipfer. nahen Verwandtscliaft mit deoi^eben 



' . ♦ • • • 
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seÜige Beziebirtaig' haben, dafsj^üe« Pafvr' ge^e'n^b'^^ 
liegender Kanten desiflkneBJt^^trjKfiderslndtleiMBaaijbai 
stimmten P^nr gegenüber liege^denlj^anten.d^s ^n^ern 
in einem ein.facT^eh Hytterbblötd liegen}*' Ws/'w. Bd 
der Lösnng.der übrigen 20. rliue der obigen Aufgabt' (i)ie iiüßer 
den 4 erwähnten (If.) anscheinend statt finden llJnnyii) dAl'M' i% 




Jedem der 20 FSlle' zwei Anfldsnngen statt finden; so Vefti^t '^Ml|. 
beim oben betrachteten iPalte (II, 1.) jede der drbi O^aaeii AC, 
BD , oy einen solchen 'GrenzfalL • . ' ' * ' ' 

Bei de^ obigen Aufgabe 'koiinten ferner avch, änstati 'der zwei 
Ecl^panlcte «', ;", ent^yed^r zwei FlScbenebenen, oder' eine' FlSplien- 
ebene und eine ^cke des zn b'es<^br^ibenden Tetra#dei^ 'als gege- 
ben angenommen ; werden. tJeblrfgei^ sind alle diese A ergaben tiqjr 
die einfachsten Fälle von andern > ansged^ihteren Aufgaben > die 
sich Sbnlicherweise darch projettivische EigenscKaften* läsen lassen^ 
wie jene in (§• 56.)* 



^ 

N 



Wl kU %% m$ ht hmmtAmg. 59, I* 

Abgehandijtai igladble icK )edmA ikm ac&ös hier kora 

tjerQhreii . zu ipüsseQ, 

L Bei de» Torbe^ebcnden Uatersttchangeii wurde 

eioe Gerade H im Eaume auf doppelte Weise , d, h., 

io Itinsicht ' tweier Gebilde » betraehM, nämlich ent- 

weder als dgeDtliche Gerade tC (d. L als eine nn- 

endlicbe Menge Piinkte enthaltend), oddr als Ebenen* 

bfisclid 91 (d. t als Axe d^s Ebeilenbaschels), In die* 

her doppelten Hinsicht steht daher eine Gerade 8 mit 

ällte flankten und allen Ebenen im Rauitie in folgai- 

iür Beziehung: 

' 'Ab EbeaeBbfitehel « Als Cerade K 

«^eder Pwakt Hegt in In «Jede Eben« gekt dnrck 
g4|a4;ei:a9r seines, Sb^aeh;'* irgead ejaefi ihrsr^Papkte;'' 

««Si(S (44^ A«f 9) hesiiin^^t mSis bsstioimt mit jeder 
Ulli jedepi Pniikl'Cder pickt Ebene (in der «ie i^ickt 
in Ikr liegt), eine Ebene/* liegt), einen PankC* 

' ' 'VTerden nach dieser ' zweifachen Hinsicht zwei Ge- 
rade 9, 9li im Räume zugleich betrachtet, und zwar 
lait Beziehung aufeinander^ so ßind dabei folgende we- 
aeütliohe Umstind^ zu bemerken: 

«Jede Ebene des einen „Jeder Punkt der einen 
Ebeaea.)>ft9ehels sehnei.det Geraden bestimmt mit den 
dea,«ade^ Ebeaenbfisckel Punkten der andern Gera- 
i|||#einem ^benen Strahlbfi- den einen ebenen Strablbü- 
sckeUdi^ g^sammteaStrah« scbel; die geaammtenStrak- 
len aller dieser Strahlbfi* len aller dieser Strahlbü- 
s^eliel« adjepr die gesamipten s ekel, oder die gesammten 
8irableB« in ;virelchen die Straklep,, welche die Pank- 
Ebenen beider Ebenenbü- te beider Geraden, paar- 
acbel einander paarweise weise genommen, mit ein- 
schneiden» erfüllen ein- ander bestimmen» erfüllen ' 
fach den g an« ep Kaum» d.h. einfach den ganzen Raam, 
dprch jeden Pnnk^. des und zwar liegt in jeder 
Kaupus (der nicht in einer Ebene (die durch keine der 
der fwei Axeo liegt) geht swei Geraden geht) irgend 



5D,IL Ucbcr AM»y^ v<rtcM>Jcairt%er Figuren, Sfi3 



irKea4 fiiiair ifom d{eMa ^nftv Ton .4iMcn 8|r#|ilft9^ 
Strahlen^ aber nar ein ein- aber nnj ein «ii^ziger; to 
ziger; so Jafa also jede be- dafa also jeder beliebig^ 
Yiebige Ebene sieb mit ir- Punkt mit irgeiidsWiFteiik* 
gend swelfibenea der »wel ten 4«k twvti Geraden. iW 
EbenenbAacbel in ein^m einem solchen Strable 
BolcbenStiralile acbneidet** liegt" 

YoB diesen Strablco)» welcbe auf jdie fjben Wgj^er 
bene Weise durch zwei Ebenenbüicbel oder durch 

• «1*4 

zw/ei Gerade 9(» % im Räume beatimmt wer,den, wei(a 
man nun aus früheren UntersuchuD|en (§» 5L),. dafii 
jedesmal diejenige Schaar unter ihn^, die irgend ei- 
ner beliebigen dritten Geraden A (oder 91«) begegnen^ 
iii einem ^fachen Hyperboloid lieget) , und dab einer* 
seils die Ebenenbüschel 9(^ Sli in: Ansehung der Eber' 
nenpaare, welche diese Schaar StraU(fii zu Durchschnitts- 
linien haben , und andererseits die Geraden Ol, Sf. in 
Ansehung der Punktenpaarej in welchen sje von dieser 
Schaar Strahlen gesoffen werden, projec^tivisch sin^ 
u. 8. w. Mit Rücksicht auf efie die^e Umstände lasseii 
sich nachstehende interessante Betrachtungen leicht be« 
irerkstelligen. , . ; • 

II. Biringt man lait den twei Bqppefgebilden % 
Ui irgend zwei Ebenen E, Et in Verbii^^ung, so kOnr 
nan die Idtzterent ^mittdst .der durch 4ie entern hß? 
^mmten Strahlen. (L);, auf. eig^nlhümlichc» Welle aitf* 
einander bezogen werben. . Um bei , dies^. Untersu-: 
ehimg der Yerstellang zu Hülfe lu, koqiiiien, ßMle;^^«^ 
wa; in (Fig. 55.) das Papier düeEbepie £ d«|r» WP nämr 
lieh alle nicht p.unktirten Liniep ia dieser j£bcyQ<^ 
liegen« Es sei, die Gerade ect die Burch^dmittsllpie 
der Ebenen £, £|,, und r und s, %i und ji seji^i di<| 
Punkte, in welchen die Geraden oder A^en 9, Ifiyon^ 
den Ebenen E» E| getroffen werdep, so diify fdsQ r^ 
Zi7i oder X| f| diejeDigeo zwei Strahlen des, genannten« 



ilnrd», die* Azc« 9/ üi Ifefltfaunleii'SlralihyBlenis <I.) 
«ndy üiv'eIcSe in den Ebenen £/ ^i ti^g^^« Femer 
oeÄen .t« Xi: die Punkte, ii^ welchen .die Stral|Iea tu ^ 
ifenEkenen E^E, begegnenr, nndfvelche mit den vor- 
genannten' Punkten die Geraden tr, fd oder y, z; XiZi, 
Xi ji» oder 81, ri bestimmen. Hat man alle diese Ele- 
mente genau fixirt, so lassen sich TTeiter firfg^tfeEigen- 
tchaRen ätigeben. 

•' l)IWe ^WcS Ebenen E, El iferden mittelst des 
geiiannt^il St^aHlsj^temä d^irgc^stilt * aufeinander betogto, 
däfsyim Allgemeinen'^ jedem Punkt der einen Ebene 
ein bestimmter * Punkt ' in d^r* andern Ebene- ebt- 
spriöbt, d/bt, dürcli jeden' Heliebtgen Pänkt'd in 
fi ^ehf An öbrige^ Bestimmter "Strahl a (der die Aren 
^lUi sfc^üei^et, iii ife, !6i nfad), der^ die Ej in irg<»id 
hinein besKtiimtW Pütikte äi trifft; trelche^ der ^enf-^ 
iprebhis]!kd'^^''j^nes Ptiiiktös; oder deksfen „»ehief^ 
Pl^brU'dtibn,*' hbifsM isUn. ' Von dieser bestimftiteti 
Ifif^tiebun'^ macnen nur iolgetidb Ptmkte eine "viresenf* 
fitie^'Antoibtae.'-'-'^ ' •'' '•'' ' 

Da nämlich allen Punkten r, s, f^ ....I der Eben'6 
% %ekäe f n de^ i^ettiitf'erwUintvii: Stiele x liegen, 
cÜfeftblil' d&^ft*' StraMi gcbieibsekifdiäii «ig^bOrt, w 
if^d* fel|lith'^i3er «ftafzigePüfik«}«!,. im* welchem dem 
sdbe die'£bene El triffty-allen fenen Pufakten (zugleich 
eütepi^ctied«' 'Und da lerher-ttHe fitrablen, welclie rea 
ixM''WaAi^' yu in El, ausgeben» in ^der ''Ebene yi $f 
liegen uüd 'fai dieser eine» ebenen Sthihlbfisc^el ji bil^ 
den '{1)/B& tFc^deto «ie^n^PtbWelidfger W^ise die Eb^ne 
E'Mngff t^er-Geraden* y, d.l^. Iftnigs der iDurehschnitte^ 
Btile^'dW Ebenen yi9l dad E> Neffen,' so dafe folglieh 
ällieh PunlLten r, t, f^ Ji.i.dieisei^'G^iPafden'y in £ Aet 
«iäzigePänlit yi in Ei fäit«^ebt. -; Eften ca kkbed alle 
PttUSt^ V n ir/.iv..' 4et ÜAthAÜ^ Utk iE»-d<ni'<Ptt4kl 
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Z| zu ihrem gennSfisthaftlich eiitqpredi^ilckä dankte in 
t:.^. Auä gl6i(5b6ii GHHiden' entspreth^b' tlhnrücli^t^^iine 
^eti sSmintlicbed Piinlfen diir drei G^r^d^ti tu si^ti 
iti dir Ebetie £i, die dVei einzeltteii Punkte t, s^ t tti 
deV ^in^ E: Diese besondere Elgehschäft der Punkte 
r, 8^ t und tj, ^ü ']^| hat aaf die nachfolgenden Hi^ftut- 
tätc gi-ötsän Ciiiflüfs, so d^ft die teei^t^d sich wehr 
oder treotger äiif dieselbeti bezieiien, dahet xaAgeii dl^ 
titeiecke rst, tijiyii tinf6r deiii Martneh „Hatfptdref- 
ecke'' der Ebenen E, E^ fesfgeKaKen wenden. Dlfe 

ZA ' ' ' • ' 

Hauptdreiecke haben nach den eben bcfmeriiten Eigene 
Schäften sdl6he gegenseitige Beziehung ;'dafd die «änlnit- 
lichen Punkte der Seiten (x, jr, z, odtt fi/^]^, ti> eineb 
jeden, den einzelnen Eckpunkten (x^ y^, ti, oder 
T, 8, t) des andern entsprechen. '^ 

Endlich mag auch noch bemerkt trerfleti,' dafs je- 
der Punkt in der l)urchschnittsliiiie efti ' det Ebenea 
£, El siöh selbst' etifsprieht; ode^ tiilt srdn^hi ^totspre^ 
clietaden vereiniget ist, weil oflTänbat der eiAem solcheii 
Punkte zugehörige Pro)ectionssti*aU beide Ebenen ik 
deinseiben zugleich trifft. ? . . ! , ; 

Wie ztt irgend einem gegebenen i?iiiikt in der elL 
tien Ebenäy der 'ebt3p^ethende iti A^t andern Ebcn^ 
gefunden ^Irdy ist leicht zU sehend nldulfch^ wenn etWa 
h; in E, der gegißbene Punkt Ist,; 'so tviyd cter tugehö- 
Hge Projeclion&straht ä oß^enbärdkdurch'^efiiüded, datlk 
^fti^n die Eliehen d$/&% ie^t, der^n Därtihseknittv- 
linie et sein, mufs (l^), und sodand wird dieser l^trähl 
er Ebene El in dem gesuchten Entsprechenden PutikY^ 
dl begegnen. ''\ Der JPdnlt üi kann daihfer aufctf Woft 
)lurch iieWn zweier Paar derider' in den Ebciüen K, , 
Ei ^efundeh wierclen, denn'^Meht ufan äiis döib gbeiilre- 
neh Pubit > äurch dfen ^uokt r aietiefä'd^ W, 'nitilii 
die Öiirchschniiifafiiüe ee, m aem ^anllt H, t«»t, «hl 
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uebt sodaim^ in E|, die Gerade Zir^» so mxd^ in die- 
ser der gesuchte Punkt ai lieg^i und da äbplicher- 
weise durch die Gerade asf, in £, eine Gerade ji ip 
Ml £i« bestimmt wird, in welcher ebenfalls der Pui^kt 
üi liegen mafa, so ist folglich der letztere der Durch- 
schnittspunkt der zwei Geraden Zi ti , Jiti* 

2) Es ist nun weiter apzugebeni welche Beziehung 
irgend zwei entsprechende Figuren in den Eben'en E, 
£i;9tt einander haben, und nach welchen Gesetzen 
ibiie Eig^^nscbaften Ton ein^der abhängen; und zwar 
entsteht, zunächst die Frage, welche Figur einer Gera- 
dePa und sodann welche Figur irgend einer bestimmten 
jLri|i|un.en Linie entspreche? Die Antworten hierauf er- 
ge|>fn ,^ich aus . jdeiii Vorhergehenden fast unmittelbar, 
nämlich wie folgt . 

a). E^er beliebigen Qeraden in einer der zwei 
^enefi £^i,E^, z, B. der Geraden A in^ E, entspricht 
.offenbar ^in der andern Ebene Ei irgend ein Kegel- 
f|c|mitt [^J; denn alle Projectionsstrahlen, welche jene 
j(^e{^4^ treffen, oder ihre sämmtÜchen Punkte auf die 
Ebene Ex projiciren, liegen in einem eipfachen Hjper- 
Jl^pli)^ (I.)| , welches die Ebene Et in dem genannten 
]^:^e^chjQitt(^ scblieidet .(§• 61, IV, 4.). Da die Geri^de 
A.d^e. Seiten %^ J, z des Hauptdreiecks in den Punk- 
tion ff p, ) schAei^l^t, so geht folglich, vermöge dieser 
Pu^kt^i der Kegelschnitt [AJ durph die drei Punkte 
%tLf y«» ^.(1«)» so dafs er also dem Hauptdreieck x^jiZi 
umschrieben ist Femer geht der Regelschnitt auch 
durch den nämlichen Punkt Cfi, in welchem die Ge- 
rade A der Durchschnittslinie e et begegnet (!•)• Natur- 
licherweise mufs auch umgekehrt jedem beliebigen^ 
dem Hauptdreieck XiyiZi umschriebenen Kegelschnitt 
£Ai], irgend eine Gerade A, in E, entsprechen; dieses 
folgt «ach in der That daraus, daCs alle Projections- 

strahleo 
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strahlen eines solchen Kegekchnitts (d. h. alle Strablen, 
die durch seine sSmintlichen Paukte gehen), zufolge 
(§. 51, IV, 9, a.), ebenfalls in einem einfachen Hyper- 
boloid liegen, und da dasselbe von der Ebene £ of- 
fenbar in dem Strahle z (der dem Punkte Xi zugehOrt) 
gescbnitten wird, so mufs es von ihr noch in irgend 
einer andern Geraden A geschnitten werden (§. 51, IV, 
3.)» welche dem gegebenen Kegelschnitte [Ai] ent- 
spricht 

Es ist klar, dafs alles was hier von der Ebene E| 
gesagt worden, auch umgekehrt in entsprechendem Sinne 
von der Ebene £ gilt. 

In dem was Über die Gerade A gesagt worden, 
findet nur dann <^ine wesentliche Ausnahme, oder ein 
besonderer Fall statt, wenn diese Gerade durch einen 
der drei Hauptpunkte r, s, t geht, nämlich alsdann 
entspricht ihr in der Ebene Ei ebenfalls eine Gerade 
Ai, welche beziehlich durch einen der drei Punkte 
Xj, y,, xj geht. Denn geht z. B. die Gerade A durch 
den Punkt r, wie etwa arr, so liegen offenbar alle ihr 
(oder ihren sämmtlicben Punkten) zugehörigen Projec- 
tionsstrahlen in der Ebene A9( oder r9(» und daher 
mufs ihr nothwendigerweise diejenige Gerade Ai ent- 
sprechen, in welcher jene Ebene die Ebene E| schnei- 
det, und welche also durch den Punkt Zi geht (also 
die Gerade rittiZi); und zwar müssen die Geraden 
A» Ai perspectivisch sein, und namentlich den Punkt, 
in welchem die Axe 9ii von jener Ebene A Sf getroffen 
wird, zum Projec^ouspunkt haben (I.) und einander in 
der iDurchschnittslinie eei schneiden (im Punkte rti). 
Aehnliches findet statt, wenn die Gerade A durch den 
Punkt 8 geht Geht sie aber durch den Punkt t, so 
Uegl sie zwar nicht mehr mit der Geraden Ai, die 
dann durch den Punkt Xi geht, in einer Ebene, son- 

17 
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dern in diesemFallc liegen sie in eioeai dnfachen Hy- 
perbololdy welches die Ebene E in den Geraden A 
und Xf und die Ebene Et in den Geraden Ai nnd Zi 
schneidet; ^^^n da die Gerade A durch den Punkt t 
geht, so ist allemal tt ein PrgjectionsstraU derselben, 
nnd dann muls die Ebene £, das genannte HyperbcdiOid 
noch in einer andern Geriden Ai schneiden, welche 
nothwendigerweise durch den Punkt x^ geht, weil x 
ledesmal Projectionsslrahl der Geraden A ist^. 

Es giebt demnach in den xwei Ebenen E, Ei drei 
Paar StrahlbOschel, nämlich r und Zi, s nnd yi, t nnd 
Z|, deren Strahlen, als Gerade A und Ai betrachtet, 
einander paarweise entsprechen, und welche^ wie leicht 
zu sehen, in Ansehung dieser Strahlenpaare projecti- 
visch sind, undxwar liegen sowohl r und Zi, als s und 
yi perspectiviscb, weil sie die Durchschnitt der Ebe- 
nen E, El und der EbenenbQschel % 9(i sind, oder 
weil ihre entsprechenden Strahlen (wierr, Ziti) fiich 
in der Geraden eei schneiden. 

Demnach hat man fürs erste das folgende Gesetz. 

»Den gesammten Geraden in einer der zwei 
Ebenen E, E|,. ausgenommen die Strahlen der 
drei Strahlbüschel (r, s, t oder Zi, yt, Xi)» deren 
Mittelpunkte die Spitzen des Hauptdrcieeks 
sind, entsprechen in der andern Ebene die ge- 
sammten Kegelschnitte, welche dem Haupt- 
dreieck umschrieben werden können, und 
auch umgekehrt/ Und femer: „DieGeraden, wel- 
che Strahlen der genannten Strahlbüschel sind, 



*) Geben die Geraden A, A, durch die Punkte r und z„ 
oder 9 und y, , so sind sie in zwei bestimmten Lagen projecli- 
vif ch übniich, gehen sie aber durch die Psnktc t und x,, so 
findet dieses nur in einer Lage stott. 
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enfsprecheti efnaiider paarweise, nSmlieli es 
entsprechen sich die Strahlen der StrahlbQ- 
fichel r und Zf, s nnid ji, t nnd x^, und es sind 
diese StrahlbQschel, in Ansehung ihrer ent* 
sprechenden Stra'hlenpaare, projectiTisch/und 
«war sind die zwei ersten Paar Strahlbüschel perSpec* 
tivisch, so dafs jedes Paar die Durchschnittslinie eci 
zum perspectivischen Dorchschnitt hat, wogegen vom 
^ dritten Paar (t und Xj) zwei ratspreohende Strdhien in 
dieser Linie vereinigt sind; auch sind femer )e zwei 
entsprechende Strahlen von r und Zi . oder s und ji 
perspectivischy und ihr Projectionspunkt liegt in der 
Axe 9fi oder fH; dagegen erzeugen je zwei entspre- 
chende Strahlen von t und Xi, ein einfaches Hyperbo- 
loKdy und diese Schaar Hyperboloide haben die vier 
Geraden 11, 9(i, x, ti gemein." 

b) Ein eigenthtlmlicher Falli der zwar, wie man 
sehen wird, schon in dem vorstehenden Gesetz mit in- 
begriffen ist, verdient, wegen seines Einflusses auf spä- 
tere Resultate, hier noch nSher erörtert zu werden« 
Es kann nämlich gefragt werden, welches in jeder der 
zifvei Ebenen E, Ei der Ort derjenigen Punkte sei, de- 
ren entsprechende in der andern Ebene unendlich ent- 
fernt liegen? Diese Frage läfst sich folgendermaäeü 
leicht beantworten. 

Alle Projectionsstrahlen , welche nach den unend- 
lich entfernten Punkten einer der zwei Ebenen, z. B. 
der Ebene E, gerichtet sind, sind nothwendigerwdsc 
mit ihr parallel, und liegen folglich in einem hjper- 
bolischeq ParaboloKd (§. 52, I, 2, e.), welchea von 
der Ebene^Ei in einem Kegelschnitt, und zwar im All* 
gemeinen in einer Hyperbel, geschnitten wird. Dieser 
Kegelschnitt, der durch [QJ heztidbnei werden mag, 
geht offenbar durch die drei Punkte Zi, ji, Xi, weil 

17* 
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dhrdi Jeden dieser Punkte dn der Ebene E p^ralleler 
Pro}eolioiiutrahl gebt (denn auch der Strebl x, i^cldier 
durch den Punkt s, geht, üt ab dieser Ebene fianUel 
anxQseben). Aach folgt, defs dne- Asymptote des Ke- 
gelschnitts [Qi] y oder im Fell er eine Parabel ist» dab 
seine Axe der Durchsdmittslinie eei parallel sdl, weil 
ntadich £ eine Asymptotenebene des Parabololda ist 
(§• S2.)« (Aus gleichen Griinden folgt» dab die andere 
Asymptote derjenigen (i^aden parallel ist, in welcher 
die Ebene E^ Ton de^enigen Ebene geschnitten wird, 
die durch V oder fHi geht und mit Si oder 91 pa* 
laHelist). 

Da nun aber jedem dem Hanptdreieck XiyiXi, in 
Et» umschriebenen Kegelschnitt, irgend eine Gerade 
in E entspricht (a»), so sind demnach alle unendlich 
entfernten Punkte der Ebene E, als in einer (yeraden 
Q liegend anzusehen*), welcher ninüich jener Kegel-' 
schnitt [QJ entspricht Aehnlicberweise mofs den un- 
endlidi entfernten Punkten der Ebene Ei, oder ihrer 
unendlidi entfernten Geraden, welche Ri heifs'en mag, 
mn bestimmter Kegelschnitt [Rj in £ entsprechen, 
welcher dem Hauptikeieck rst umschrieben is^ u. s. w. 
Wenn insbesondere einer der zwei Kegelschnitte [R j, 
[Q,] eine Parabel ist, so ist es der andere ebenfalls, 
was leicht nachzuweisen ist; u. s. w« 

Also folgt: 

„Dafs den unendlich entfernten Punkten 
jeder der zwei Ebenen £, Ei ein bestimmter 
Kegelschnitt [Qi] oder [R3 in der andern Ebene 
entspricht, welcher dem Hauptdreieck um« 



*) Dieses ist in der Perspeoüylehre eis belraimter aker Satz; 
im sweitea A^sduntt wird er einfacher und klarer daigestellt 
werdent 
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iißbriebeD ist, so dafs also jene Ponkte als in 
einer Geraden Q pdar R| liegend ängeseheil 
werden mfitsen; von jedem der swet Kegel» 
sclinitle, die im Allgemeinen Hjperheln sind^j^ 
ist eine Asymptote der Darehschnittslinie ee^ 
parallel; ist einer derselben eine Parabel, so 
ist es auch der andere, und dann sind ihre 
Axen der Linie eei parallel."* 

c) Ueber die vorstehenden Resultate (a, b«) siild 
noch folgende ntthere Umstinde anzugeben. Wenn 
Dinilich der Geraden A, wie sie in (Fig, 55.) gezciclv> 
net vorliegt» der Kegelschnitt [AJ entspricht, so wird 
jedem Kegelschnitt der sie berührt, und sogleidi dem 
Haoptdreieck rst umschrieben ist, «• B. dem Kegel« 
schnitt der sie in a berührt und der durch [TJ bo- 
xeichnet werden mag, eine solche Gerade Tf, in Et, 
entsprechen, welche den Kegelschnitt^ [AJ in demjeni« 
gen Punkte 0| faerCIhrt, der jenem erstgenannten Ponkte 
a entspricht; denn da A und [T] nur den emxigeii 
Punkt a gemein haben, und da jcdeift Punkt in E, im 
Allgemeinen, nur ein einziger Punkt in Ei entspridif, 
so können folglich auch [A J and T| nicht mehr als 
ein Punkt gemein haben. 

Da femer die Strahlen ra und Xi«i einander ent- 
sprechen, und zwar da den Punkten o, )| die Punkte 
Ol, Zi entsprechen, so sieht man, dafs wenn der Strahl 
ra sich um r dreht, bis die Punkte a und }i mit 4 zu- 
sammenfallen, dann der Punkt dt sich nach Z| bewe- 
gen wird, bis er sich zuletzt mit ihm verentigt, so daCs 
alsdann der Strahl Ziti den Kegelschnitt [AJ in z^ 
berührt. Ebmi so wird die Tangente yi^i, welche 



*) Die anendlich entfernten Sonkte dieser Hyperbeln entspre- 
chen einander. 



262 . AlljjpMchc Awmnbmg. 59, IL 

deii KfgfhdaJlt [A,] m 7i hofllift, dordidcii StoU 
%pb bcstiflmt and gcfboden* CM AeoMO isl die Tan* 
foilc in Pankle Xi deneoige SinU» wddier dcnSlialil 
tjr cBttpridL Also: 

jyWenn in den swei Ebenen E, Ei irgend 
eine Gende und der ihr entsprechende Ke- 
geUehnitt, z. B. die Gerede A in £ and der Ke- 
gelschnilt [AJ in Eit gegeben sind, so enl- 
spricht jeder beliebigen Tangente Ti des Ke- 
gelschnitts ein bestimmter Kegelschnitt [T]| in 
der andern Ebene, welcher jene Gerade A be* 
rflhrt, and xwar in demjenigen Punkte a,. der 
dem Berfihrangspankt Ot jener Tangente ent- 
spricht; denjenigen Tangenten aber, welche 
den gegebenen Kegelschnitt i|i den Haupte 
pnnkten Xg» j^ Z| bjerfibren, entsrechen die 
Geraden tjr, %p, r}, die in der andern Ebene 
die Ji^cken des Hauptdreiecks mit. denjenigen 
Punkten f, 9, | verbinden, in welchen die ge- 
genfiber liegenden Seiten x, 7, z von der gego* 
beneu Geraden A geschnittep werden." 

Für den vorerwähnten (b,) Kegelsdmitt [QJ fin- 
det man hiernach seine Tangente jibi im Punkte ji, 
wenn man den Strahl sb der Seite 7 parallel zieht, 
weil nämlich in diesem . Falle die ihm entsprechende 
Gerade A (oder Q), und mitbin auch der Punkt 9 in 
7, unendlich entfernt ist. Ebenso wird dessen Tan- 
gente am Punkte Z| und äbD^cherweise wird dessen 
Tangente am Punkte Xt gefunden; oder die letztere 
kann auch mittelst der zwei ersterp gefunden w^den 
(§• 4% IV, l.)v Gleiches folgt fttr dcoi Kegelschnitt [RJ. 

Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Rfick- 
sicht auf (§. 36, Ende) und (b.), kann man nun auch 
leicht erkennen, von welcher Art der Kcgclschnift sei. 



/ V 
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welilier irgend einer Geraden in einer der zwä Efcenai 
E, Er enCspridity nSmlich: 

^Der Kegelschnitt, welcher t. B. der Gera- 
den A entspricht, ist entweder 1) Hyperbeli 
oder 2) Parabel, oder S) Ellipse, je «lachdem 
die Gerade A den Kegelschnitt [R] 1> schnei« 
det, oder 2) berllhrt, oder 3) gar nicht trifft.'' 
d) Mittelst der bisherigen Resultate lassen sich 
nun weiter leicht die Haupteigenscbaften derjenigen Fi- 
gur angeben, welche irgend einer gegebenen kraBiniea 
Linie entspricht. Denn angenommen es sei C * eine 
beliebige Cnrve nten Grades in der Ebene E nnd'Ct 
sei die ihr entsprechende iil der Ebene Ei, so wird^ 
da C von jedem dem Haaptdreieck rst ^mschriebenenr 
Kegekchoitt [rst], im Allgemeinen und höchstens, 
in 2n Punkten geschnitten werden kann, und da allen 
diesäi Kegelschnitlen die gesammten Geraden in der 
Ebene Ei entsprechen (a.), die Cünre Ci von jeder 
dieser Geraden , im Allgememen und höchstens, eben- 
falls in 2n Punkten geschnitten, und folglich wird diese 
Curve, im Aligemeinen, vom 2ntcn Grade sein. 

Da femer die Curve C jede der drei Seiten x, j, 
z des Hauptdreiecks, im Allgemeinen, in n Punkten 
schneidet, so mufs die Curve Ci die drei Hauptpunkte 
Si, jiy Zi zu. sogenannten singulären Punkten haben, 
nSinlich jeder derselben ist in Bezug auf sie ein n fa- 
ch er Punkt (1.). Die n Tangenten der Cttrve Ci in 
jedem der drei Punkten Xi, yi, Zi sind vermöge der 
Durchschnittspunkte, in welchen die Seiten x, y, z von 
der Curve C geschnitten werden, sehr leicht zu finden, 
denn ist etwa 9 ein solcher Durchschnittspunkt, so ist 
der dem Strahle spb entsprechende Strahl yi&i eine 
Tangente der Curve Ci im Punkte yi (c). Berührt 
die Curve C eine der drei Geraden x, y, z, so ent- 
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bricht dem BcirObmngipiioU ein Rfickkehrpvnkt m 
der Canre Ct» und zwar, so oft eioe fener Geradem 
von C berührt wird, so viele Mckkehrpaiikte der Ct 
sind in dem, der jedesmaligeQ Geraden, entsprechenden 
Punkte %u yu >i vereiniget. Die einem. ROckkehrpimkt 
xogehörige Tangente ist, ebenso wie vorhin, leicht %n 
finden t sobald nimlicb der Umi entsprechende Berfib- 
rangspnnkt gegeben ist (Sind, unter den genannte« 
Rückkehrponkten auch die Wen4}ungs- oder Beo- 
gungspankte mit inbegriffen?) 

Die Curve C| wird nothwendigerweise um 1, odcar 
2, öderes Grad erniedrigt, wenn die ihr entaiMreehesde 
gegebene Curve C durch 1, oder 2, oder alle 3 Haupt- 
punkte r, s, t geht (d. h« durch jeden nur einmal 
geht), weil nSmIich untw diesen Umstinden }edep dew 
genannten Kegelschnitte [rsQ die Gurre C, anber )e* 
nen Punkten, nur in 2n-l, oder 2n«2, oder 8n*3 
Punkten schneiden kann. 

Wenn insbesondere die gegebene Curve C nur 
vom 2ten Grad, also ein Kegelschnitt, ist, so ist dem* 
nach die ihr entsprechende Curve Ci im AUgemeinen 
vom 4ten Grad und hat die drei Hauptpunkte Xi, 7i,Zi 
zu Doppelpunkten*). Oder wenn man die bes<mdeni 



*} Berfilrt der gegebene Eegelselmitt jC alle drei Seiten x, j, i 
des HanptdreiedcB rit, io ist Q, , infolge des Obigen, eine soiclie 
Cnrve 4ten Grades« welche die drei Hanptpnakte z,., y,, S| in 
Rückkehrponkten bat; nnd weiter folgt, mit Rfickaicbt anf (42, lY, 
1, links.)» dafs die drei Tangenten in den drei Rückkehr- 
ponkten der Corre C| einander allemal in irgend einem 
Punkte treffen.«-* Findet dieses letstece bei jeder beUebigen 
Cnrre 4ten Grades, welche drei Rfickkebrpmd^te hat» statt? Oder; 
entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche dem Haopt« 
dreiaeit xjrz eingeschrieben werden kdnnen, anch die gesatanmten 
Cnrfen 4ten Grades, weldm die drn P^mkie X| » Ji » s, » sal^iB- 
kebrpunkten haben? 
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Fslle liiit ^Ktnamin^afsty so kann man sagen: y^es sei 
Ci entweder yom 4ten9 ^^J^i* Sten, oder 2len9 oder 
Iten Grad, je nachdem der gegebene Kegel- 
eclinitt C entweder dorck keinen, oder 1, oder 
% oder alle 3 Hauptpunkte r, s, t geht/' Der dritte 
Fall, wo namlieh Ci irom 2ten Grade, und also ancb 
^a Kegeischnilt ist, folgt auch ans (§* 51» IV, 9.), wo- 
nach, wenn x. B. der gegebene Kegelschnitt G dnrch 
die Punkte r, s geht, dann seine sftmmtlichen Pro}ee- 
tioosstrahlen in einem dnfachen Hyperboloid liegen, 
welches von der andern Ebene £i in einem Kegel- 
sdmitt Gt geschnitten wird, der nothwendtgerweise 
durch die Punkte %u Ji geht. Dasselbe folgt übrigens 
auch ans der Eigenschaft, dafs die Skrahlbüsehel r und 
Xt» s tmd 7t, t und X| projectivisdi sind (a.). Denn 
gebt dMT Kegdschnitt G etwa durch die Punkte s, t, 
so erhalten die Strabibfischel s, t durch ihn eine pro- 
)ectivische Beziehung (§^38^ III.)» da sie aber, wie 
schon bem^kt worden, beziehlich mit den StrahlbQscheln 
yi, Xi projectitisch sind, so sind folglich auch die letz- 
tern unter sich projectivisch und erzeugen einen Kegel- 
schnitt Ci, welcher durch ihre Mittelpunkte yi, X| geht, 
und welcher offenbar dem Kegelschnitt G entspricht. 
Also: \ 

„Jedem Kegelschnitt G in der Ebene E, 
welcher durch irgend zwei der drei Haupt- 
punkte r, s, t geht (aber nur dnrch zwei), ent« 
spricht in der andern Ebene Et ebenfalls ein 
Kegelschnitt G|, welcher durch, die jedesmali- 
gen zwei entsprechenden Hauptpunkte Xi, yi, X| 
geht; und auch umgekehrt/' 

3) Die vorstehenden Resultate (2) sind die Funda- 
mentalsStxe über die Abhängigkeit der Figuren in den 
zwei Ebenen £, Et von einander. Es lassen sieb aus 
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ifancn uninittelbar eine grotse Reihe weiterer Folgeran« 
gen ; entwickeln, die zu einigen interessanten Sätzen 
fahren. Nadi der Art, wie die Figuren in* den- zwei 
Ebenen von einander aUiSngcto, ist nUniKch klar, dafs 
gewisse Eigenschafken und Sätze, welche Fignren oder 
Gebilden in der einen Ebene zakommen, also die mei- 
sten Eigenschaften, SStze, Aufgaben etc., die im er- 
sten und gegenwärtigen dritten Kapitel fiber projec^ 
tivische Gebilde und sonstige Figuren in der Ebene 
aufgestellt oder betrachtet worden sind, auch auf irgend 
eine analoge Weise in der andern Ebene (wenn auch 
bei ganz verschiedenartigen Figuren) statt finden müs- 
sen. Einige Beispiele werden hinreichen, diefs zu er- 
läutern. 

Den Hguren und Gebilden , ^ ihren Eigenschaften 
und den ihnen zukonmienden Sätzen und Aufgaben in 
der Ebene E, entsprechen folgender Gestalt die Figu- 
ren und Gebilde, deren Eigenschaften, Sätze und Auf- 
gaben in der Ebene Ei: 

In der Ebene £ •...• entspricht .•... in der Ebene Et 

A. 

I) Einem bestimmten l)Eln bestimmterPunLtai. 
Ponkte «! 

2) Den einzelnen Eck- 2) SämmtlicbePankte der 
punkten r, s, t des Haupt- Seiten r|, 8|, t| ,iee Haupt- 
dreiecks: dreiecks. 

3) Den drei Strahlbü- 3) Die dreiStr&hlbfiscbel 
schein r, 8» t: z^^j^^x^* 

"■ 4) Einer Geraden A» wel« 4) Ein Kegelschnitt [A,], 
che durch keinen der drei der durch die drei Haupt* 
Hauptpunkte r, s, t geht: punkte z/, y«, x« geht 

5)yier.harmbnischenPunk- 5) Vier harmonisdbe Punk- 
ten der Geraden A (yermOge te des Kegelschnitts [A«] 
3.): (i. 43, IL). 

6) Irgend zwei Punkten 6) Zwei bestimmte Punk- 
a» €; der durch dieselben te ü^ C/; der dtirch sie und 
besUnittteiiGeriideti A; uni djoroh .die Hauptpunl^te. X|t 
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dem durch dietelb.en and y, > X| gehende Kegelschnitt 
dvrch die Hauptpunkte r,s,t [A|]; und die durch diesel- 
bestimmtenKegelschittpr]; ben bestimmte Gerade T|. 
7) Irgend einem Strahl* 7) Eine Schaar Kegel« 
büachel B» d. h. der Schaar schnitte [BJ» die durch dje 
Gerader die durch irgend 3auptp. Z|, jp Z| und durch 
einen Punkt B gehen: einen bestimmten Tierten 

Punkt Bi gehen. 
8)Da sich unter denStrah- 8) So befinden sich «nter 
len dieses Strahlbfischels der Schaar KegelschniUj». 
B, im Allgemeinen und pS,]» welche durch yier ge- 
höchstens» zwei befinden^ gebene Punkte Zj, y,» z,, B« 
welche den oben (2, c ) ge- gehen» im Allgemeinen und 
nannten Kegelschnitt ^J höchstens» zwei Parabeln, 
berühren: 

9) Irgend vier harmoni- 9) Vier harmonische Ke- 
sehen Strahlen des Strahl- gelschnitte [aj, Ib|], [C|]« 
büschels B» also vier bar- [d|3 der Schaar Kegel- 
TOonischenGeraden a,b, c,d: schulte LB|]. 

Diese yierGeraden schnei- Diese vier ICegelschnitte 
den jede andere Gerade A schneiden jeden Kegel- 
in yier harmonischen Punk- schnitt [AJ in vier harmo* 
ten (§. 8, IL): nischen Punkten; 

Und jeden Kegelschnitt Und jede Gerade T« die 
[T]» der durch ihren Mittel- durch ihren vierten Dureh- 
punkt B gebt» ebenfalls in schnittsp. B, gebt, auch in 
vier barmonischenPunkten; vier harmonischen Punkten. 

10) Liegt der Mittelpunkt 10) So vereinigt sich der 
B desStrahlbuschels insbe- 4te PunktB^ mit dem Haupt- 
sondere in einer der drei punkt jj und die SchaarKe- 
Seiten x» y, s des Haupt- gelschnitte [BJ haban ^m 
dreiecks» etwa in 9 in der Punkte y« eine gemeins, 
Seite y: Tangente yib|* 

11) Den projectiviscben 11) Analoge Bisziehungen» 
Beziehungen der Geraden Eigenschaften» Sätze» Auf-: 
und Strahlbfiscbel» den Ei- gaben und Porismen beiKe- 
genschaften des voUstSndi- gelschnitten [^tJt^ilf ^* b. 
gen Vierecks und Yierseits, bei Kegelschnitten, welche 
und überhaupt den meisten durch die drei Hauptpunkte 
SStzen» Aufgaben und Po- z^, y^, x« gehen. 

rismen, welche im ersten U. s. w, ^ 

Kapitel untersucht wor- 
den: 

U. 8. W. 
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B. 

1) EisenKegcIseliBitI \J]\ 1) EUe Gera ie T«; die 
der Scfaaar Gerader O die Sehaar KegeUchnitt [0|] 
ilm berfibren; «ad ibrenBe« die aie berühren; und ihre 
rihrangsponkieB: Berfthrnsgapniikte« 

t) Da aieh aater dieaer 2) So befinden aich nnler 
Sehaar Gerader Q» im All derSehaar Kegela. [Oi]» die 
gemeinen nnd hOcbatena» durch 3 Pnnktea, » j, » z, 
Viere befinden» welche den gehen nnd eine Gerade T 
Kegeiachnitt [R] herlhren» berftbren» im Allgem. nnd 
d. h. gemeina. Tangenten h&chatena, tier Parabeln, 
der KegeU [T], [R] aind] 

3} Irgend vier von dieaen 3) Vier von dieaen berdb- 
berflbrenden Geraden O» die rendenKegelaehnitten [®,], 
harmoniach aind ($,43,II-): die harmoniach aind; 

Sie achneiden ]ede der Sie achneiden jeden der 
ihrigen» inr Schaar ge* übrigen« znrSchaar[0,] g«» 
hdrige Gerade» in Tier har* hOHgen Kegele.« in vier 
moniachen Pnnicten: harmoniachen Pnnhten; 

t/ndihreBerfihrnngapunk- Und ihre Berfihrungapank- 
te aind vier hermoniache te aind rier harmonitche 
Punkte dea Kegelaebnitta Punkte der Geraden T (1.)^ 
[TJ: . 

4} Da irgend iwei Kegel- 4) So giebt ea vier Ke- 
acbnitte [9], \JS] von Tier gela. [a^]» [bj» [cj» [d|] wo- 
beatimmten Geraden af b» Ton jeder irgend iwei ge- 
c» d berührt werden: g.ebene Gerade M» N be- 

rührt 

5) Den sahlreichenSitzea 5) Analoge Sitte undAaf- 
nnd Aufgaben, die oben# gaben» die aich aimmtlich 
Ton (S. 42) bia ($. 4a) aufge- auf die Gerade T nnd auf 
atellt aind, nndwelehe aich die aie achneidenden nnd 
auf einen Kegeiachnitt [T] berührenden Kegelachnitte 
und auf deaaen Sekanten [CiJiXilao wie auf andere 
nnd Tangenten» ao wie auf bea'timmte Kegelachnitte 
beliebige andere Gerade [K«7iZt] beliehen, 
beliehen, ala I.B. den Sltien 
über die dem Kegeiachnitt 
\T} vm- und eiugeachriebe- 
nen Sechaecke» Fünfecke, . 
Vierecke nnd Dreiecke; 
über harmoniache Pole and 
Gerade, n. a. w.: 
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c 

DBlBemKcgelscIaitt der 1) Eis Kegelsclmitt der 
darch irgend iwei der drei durch die entsprechenden 
Haaptpanicle r« t, I geht, swei Haaptpnnkte geht, al- 
etwa einem Kegelschnitt so ein Kegelschnitt [t^y^li 
[ra] der dnreh r, s geht; die tlmmtlichen Kegei- 
den sXmmtlichen Geraden aefanitte [O,] die ihn he- 
O die ihn berühren, nnd rühren, nnd ihre Berllh* 
ihren Berührangspunlcteot rnngspnnkte. 

Da Tott der Schaar Gera- So befinden sich nnlet 
der O» im Allgemeinen nnd der Schaar Kegelschnitt« 
höchstens, vier den Kegel- [O,], im Allgemeinen nnd 
Bchnitt [R] herflhren; höchstens, Tier Parabeln. 

2) Den Torerwihnten Si- 2) Analoge Sitte «ndAnf* 
tien und Aufgaben (B.3n.5i)t gaben. 

3) Der Schaar Kegel* 3) Die Schaar Kegel- 
schnitte, welche durch die schnitte, welche in den 
▼ ier Punkte r, ■, |, 9 (Fig. Punkten «„jr« swei gemein- 
&&.) gehen: schaftlieh« Tangenten ha* 

ben, 

4) Der Schaar Kegel* 4^ Die Schaar Kegel- 
schnittet die durch swei schnitte, welche durch die 
Hauptpunkte r,8 und durch drei entsprechenden Punk- 
einen beliebigen Punkt y t«S|9 7i«9| gehen, und el- 
gehen, und irgend eine Ge* nea bestimmten Kegel« 
rade A berühren: achnitt [A|] berühren« 

Oder; der Schaar Kegel- Die SchaarKegelschnitte; 
schnitte, welche durch r, s welche durch s«, j^ gehen 
gehen nnd die Gerade A in und einenKegelschnitt[A,J 
einem gegebenen Punkte ü in einem Punkte A| berüh- 
berührea: rea. 

Oder, der Schaar Kegel* DieSohaar Kegelschaitte, 
schnitte, welche durch r, • welche durch S|, j| gehen 
gehea und irgend swei ge- nnd swei bestimmte Kegel- 
gebene Gerade H» N he* schnitte [M,], [Ff|] berüh- 
ruhiren: rea, 

Oder» der Schaar Kegel- Eine Schaar Parabeln» 
schnitte, welche durch r, • welche durch z,, j| gehen 
gehen und deuKegelschnitt aad derea Axetf parallel, 
[R] in irgend einem Paakt 4 aaeh einem aaeadL eatfera- 
berührea: tea Paakt <^t gerichtet aiad* 

ü. 8. W, 
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6) Da irgeai ifrri Kegel- 5) So werden irgemd iwei 
•cbaiite [»] Im AllgeiMi- KegelscliBitte [i«7|] T«n 
■ea TOB yier bestimmteB vier bestimmten Kegel- 
Geraden 0, h, c, d berlilirt scboitten [a|]i[bf]« [C|], [d,] 
frerdcn: beribrt; 

U. «. w. 

D. 

1) Einem beliebigen Ke- 1) Eine bestimmte Carre 
gelscbnitt C; den ibn be- 4ten Grades; die sie berub- 
rftbrenden Geraden O; ib- renden Kegels. [0«1; ibre 
ren Berftbrnngspnnkten: Berfibrnngspunkte. 

2) Den Sitsen nnd Anfga- 2) Analoge Sitxe» Aufga- 
ben To'n (§• 42.) bis ($. Ä), ben nnd Porismen, 
namentlieb denPorismen in 

Hiemach siebt man, dab, vne schon enrähnty die 
meisten Resultate, welche bd frfihera BetracbtuDgen 
ttitwiekelt worden, nnd welche sich anf Figuren in der 
Ebene beziehen, nnd zwar vorzugsweise dasNelzgewe- 
beartige derselben betreffen, sich nach den vorstehenden 
Schemata auf mehrfache Weise travestiren lassen; nSm- 
lieh diejenigen Sätze, Aufgaben, e(c^ wobei blofs Punkte 
nnd Gerade (Vielecke, Ylelseite, projectivisdie Gerade 
und ebene Strahlbtischel, etc.) vorkommen, nach (A.)> 
kommt anfser diesen Elementen noch ein eiuzelner Ke- 
gelschnitt, oder eine gewisse Schaar Kegelschnitte vor, 
nach (B, C und D.), und kommen in den Sätzen etc., 
ausser jenen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach 
(D.)« Auch lassen sich die neuen Resultate wiederum 
auf dieselbe Weise umwandeln, u. a. w. Wollte man 
jedoch diese Umwandlungen weiter wiederholen, so 
würden sie ins Langweilige führen, sie würden nichts 
wesentliches Neues enthalten, mithin weniger wichtig 
sein, als die einfachen Elementarsätze, von welchen sie 
hergeleitet, tmd von welchen sie im Grunde nur als 
Carricaturen erschienen. 



\ 
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Die obigcii Saite (rechts) » welche meist nur enge- 
deatet sind , irird man leicht ToIIsttedig ausspredien 
können *). Uebrigens ffihrt der Gang der Betraditong 
projecÜTischer Ebenen und Strahlbüscbel noch von ei- 
ner andern Seite nothwendigerweise aof dieselben 
zorficki wo sie alsdann thdls umfassender, theils mehr 
ins Einzelne und Besondere eingehend^ dargestellt wer* 
den sollen. 

III. Der vorhergehenden Betrachtung ^11.) steht» wie 
es der in diesem Werk überall beobachtete Gegensatz 
erheischt, die folgende Betrachtung zur Seite, von wel- 
cher ich aber nur sehr kurz, einige wesentliche Haupt« 
momenle andeuten werde« 

1) Bringt man nXmlich mit den Doppelgebilden 
9(» $fi (10 irgend zwei Strahlbaschel D, Di in Verbii^ 
düng, so lassen sich diesem utittelst des. den erstem zu- 
gehörigen Strahlsystems entsprechenderweise aufeinan- 
der beziehen, wie vorhin die Ebenen E, Ef Denn 
durch jeden Strahl des Strahlsystems . [9(91 J geht,' im 
Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen als des uk^ 
dem Strahlbüschels D, Di, z. B« durch. einen bestimm- 
ten Strahl a wird eine bestimmte Ebene «, in D,.und 
eine bestimmte Ebene ai, in Di, gehen; je zwei solche 
Ebenen sollen „entsprechende Ebenen^ (oder Jede 
soll die „schiefe Projeclion^' der andeiti) Keitsem 
Jed^r Ebene in .einem der zwei Strahlbüscbel D, Di 



*) Et hedeotet nSmlich bei den ohigeQ SlUen C^as ttbvigens 
auch schon ans dem ganzen Zusammenhang su schUefsen ist)» s» B. 
das Zeichen [z,7|X|]: ein oder mehrere Kegelschnitte, welche 
dnrch die drei Hauptpunkte z, , jf , x, gehen; [z^yj: ein oder 
mehrere Kcgelsehnitte» welche dorch die swei- Hauptpunkte z,, y« 
gdien; [NJ,^ <>der [aj, oder [(BJ: ein Kegelschnitt, welcher 
durch die drei Hauptpunkte z,, yi, Z| geht, und einer, bestimmten 
Geraden N> oder a; oder 0» In E, entspricht; u. &• w, Aehnll« 
ches gilt Ton E«. 
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cnttpridil da a— dt irgend eine bestmmite Ebene im 
andcni SCnUbilfchd» nnd Ton dBcscai allgeaeincn 6e- 
sdx finden, wie nun sogieicii sehen wird, nur woiige 
AnnwknMi statt 

ZavOrderst niOgen f&r gewisse Elemente besondo« 
Beieicluiongen nnd Benennung festgesetzt werden. NSni- 
lieh es sollen die iwei Ebenen in D, welche durch die 
Aien 9, Vi gehen, durch r, s und ihre Durchschnitts* 
linie durch x, und andererseits sollen die zwei Ebe- 
nen in Dl, welche durch 9, tfi gehen, durch Zi, y^ 
und ihre Durchsduiittslinie durch ti bezeichnet werden ; 
% und ti sind also diejenigen Strahlen der StrahlbAschel 
D, Dl, welche beide Axen 9» 9i scheiden, und folg- 
lich zugleich dem Strahlsystem {ß9{} angehören. Fer- 
ner soll diejenige Ebene in D, welche durch den Strahl 
ti in D| geht, durch t und die Durchschnittslinien, wel- 
die sie mit den Ebenen r, s bildet, durch y, z, und 
andererseits soll diejenige Ebene in Di, welche durch 
den Strahl z in D geht, durch Xi und ihre DurchscbniUs- 
linien mit den Ebenen Zi, yi, durch Si, ti bezeichnet 
werden. Die Ebenen r, s, t und Zi, yi, Zi sollen fort« 
an die „Hauptebenen,* die Strahlen z, y, z und ri. 
St, ti die „Hauptstrahlen,'' oder die Dreiflache rst 
nnd z,y,Xi sollen die „Hauptdreiflache** der Strahl- 
bfisfrhel D und Dl heifsen. Auch mögen die Ebenen- 
paare r und z^, s und yi, t und Zi entsprechende 
Hauptebenen, und die Strahlenpaare z und ri, y und 
Si, z und ti entsprechende tiauptstrahlen genannt 
werden. Endlich soll derjenige Strahl, welchen beide 
Strabibüschel D, D^ gemein haben (die Gerade durch 
ihre Mittelpunkte D, Di), durch eci bezeichnet wer- 
den« Sodann lassen sich die vorgenannten Ausnahmen 
folgender Gestalt angeben (vergl. I^ I.). 

„Die 
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^Die sSmintlichen Ebenen der Ebeneobfi- 
scbel z» ji X und ri, 81, ti baben bezieblich die 
einzelnen Hauptebenen Zi, y^» Xi und r, 8, t zu 
ent8prechenden Ebenen; und ferner: jedeEbenfe 
desEbenenbÜscbels eei entspricht sich selbst, 
oder es sind in ihr zwei entsprechende Ebe- 
nen vereinigt." 

Mittelst der Hauptebenen r, s, t und Zi, 71, Xi läfst 
sich zu jeder gegebenen Ebene des einen oder andern 
Strahlbüscbels D , Di die ihr entsprechende Ebene fin- 
den (ähnlicherweise wie oben entsprechende Punkte 

(II, 1,)). 

2) Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in eig- 
nem der zwei Strahlbüschel D, D| irgend ein bestimm« 
tes SjstentTon Ebenen gegeben sind, welchem Gesetz 
dann die ihnen entsprechenden Ebenen im andern Strahl- 
bttschel unterworfen seien? Die Antwort hierauf ergiebt 
sich sehr leicht* 

a) Man. denke sich zunächst irgend einen Ebenen- 
bfischel A im Strahlbüschel D, so werden, dessen Ebe- 
nen a, /?, Y^ durch solche Strahlen a, b, c, des 

Strahls jstems [*2(9(i] gehen, welche in einem einfachen 
Hyperboloid liegen (I.) oder (§.51.), und daher werden 

die ihnen entsprechenden Ebenen ai, /^i, /i, in Di 

irgend eijie bestimmte Kegelfläche zweiten Grades [Ai] 

umhüllen (§. 51, IV, 4,)y welche nothwendigerweise dem 

Hauptdreiflach ZiyiXi eingeschrid)en ist, weil durch je<^ 

den der drei Hauptstrahlen z, y, x (in D) eine Ebeme 

des Ebenenbüschels A geht, und weil diesen Ebenen 

|ene Ebenen Zi, yi, Xi entsprechen (1.); (auch berührt ^ 

die Kegelfläche [Ai] diejenige Ebene A(eei), itelohe 

durch die Axe A und durch den Strahl eci goht^ weU 

dieselbe sich selbst .vcntapricht (!•))• Also: . 

,iDen gesammten Ebenen irgend eines £be- 

18 
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aeBbiiftctieU in einetti der, zwei StrahlbOschel 
Dt Di» ^i^ etwa dem Ebepen des Ebeoeabu- 
ecbels A ia D, eolsprecben im andern Strahl* 
büftthel Dl die geianmittB Berfthrangsebeaett 
irgend einer beaftininitea KegeHl&cbe tweiten 
Gerades [Atl». nnd zwar befinden sieb unter 
den letztern allemal die drei Hanptebenen z,, 
yi, Xi»** Oder: y^Jedem Strahl in einem der zwei 
Strahlbftscbel D, D|» wie etwa dem Strahl A 
anD, entspricht im andern Strahlbtschel D^ ir- 
gend eine bestimmte Kegelflftehe zweiten Gra- 
des [AJ, welche demHaaptdreiflach ZiyiXi ein- 
geschrieben isty und auch umgekehrt; so dafs 
also den gesammten Strahlen des einen Strahl- 
bfischels» die gesammten Kegelfläehen zwei- 
ten Grades entsprechen, welche im andern 
Strahlbüschel dem Hauptdreiflach eingeschrie- 
ben sind." 

Bei diesem allgemeinen Gesetz finden folgende Aus- 
nahmen slalt. Liegt die Axe des genannten Ebenenbü- 
scbels A in einer der drei Hauptebeaen r, S| t, so ent- 
spricht ihm in D| ebenfalls ein Ebcnenbftschel Ai , des- 
aen Ase . beztehttch in einer der drei Haoptebenen z^, 
yiy Xi liegt; (die Ebenenbflscbel A, Ai sind profeoti- 
tisch, liegen ihre Axen in r und x, oder in s und y^, 
so sind sie perspectirisch, liegen dteieften aber in t 
und Xi9 «0 erzeugen jene ein einfaches Hyperboloid, 
welches allemal durch die vier Geraden S(, Sfi, x, fi 
gebt; alle möglichen zusammengehörigen Axen A und Ax 
ertengen drei Paar projectivischo ebene Strablbisohel 
r und Zi, s und ji, t und Xi (in D und Di), wov^a 
die zwei ersten Paare perspectivisch sind, nämlich sie 
haben % 9li zu perspectirischen Durcbsdmiiten und )e« 
des hat den Strahl eci zur Profectionsaxe, u. s. w.>. 
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b) Denkt m&n sidi nitn weiter ein Sjsfem von 
Ebenen in D, tr eiche irgend eine Kegelfläche K Tom 
Uten Grftd umbaHen, cnid fr^, was füt eine Kegel- 
fläche Kl die ihnen entsprechenden Ebenen in Di be- 
rühren, 80 ergiebt sich die Antwort ebenfalls sehr leicht. 
Denn da irgend eine Kegelfläche zweiten Graded [T], 
welche dem Hauptdreiflach rst eingeschrieben ist, mit 
der gegebenen Kegelfläche K, im Allgemeinen und hoch- 
Mens, 2n(tt— 1) gemeinschaftliche Berfihrungsebenen bat, 
so gehen durch irgend einen bestimmten Strahl Ti (der 
)ener Kegelfl. [T] entspricht (a.)) in Di, eben so viele 
Ebenen, welche die KegelflSch« Ki berühren, und folg- 
lieh ist die ktttere, im Allgemeinen, tron der 2n(n-l)ten 
Classe ($. 41, III, Note.)« Da femer dnrch jeden der 
drei HanptsCrahlen z, y, x, in D, im Allgemeinen nCn-l) 
Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelflächc K be- 
rühren, so mufs die Kegelfläche Ki jede der drei tiäupt- 
ebcnen 2i, ji, Xi, im Allgemeinen, n(n-l) tnal berüh- 
ren; n. 8, w. •) 

Ist die gegebene Kegelflächd K insbesondere nur 
tom zweiten Orad, so ist die Ihr entsprechende Kegel- 
fiäche Kl, im Allgemeinen, von der 4ten Clause, und 
berührt jede der drei Hauptei)enen 2i, y^ Xi doppelt; 
oder es ist in diesem Falle die Fläche Ki entweder von 
der 4ten, 3ten, 2ten, oder Iten Classe, je nachdem jene 
Fläche K entweder keine, ein6, zwei, oder alle drei 
Hauptebenen r, s, t berührt. Also: 

„Jeder Kegelfläche zweiten Grades K in 



*) Ist z« B. die gegebene Kegelfläclie 1^ yom zweiten Grade, 
und gebt sie dnrdi die dret Haoptstraklen it» j» z, so ist ^e ihr 
enUpreclieBle Eegelflicbe K, T<m der Tiertea Classct «ad liat drei 
Wendungsstrahlen, in welchen sie yon den drei Hai^tebeneo 
'i * Ji 9 'i her&hrt wi^d, und welche in einer Ebene liegen^ o. s. w« 
(vergl« oben II, 9, d, Note.). 

18* 
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D, welche irgeod xvrei der drei HaaptebeDea 
r, 8y I berührt, enUpricht in Di ebenfalls eine 
Kegelfläche zweiten Grades Ki, welche die 
zwei' entsprechenden (1.) Hauptebenen z^ ju 
X| berfifart; und anch umgekehrt." 

3) Mittelst der vorstehenden Fundamentalsfitze (1. 
und 2.x über die gegensdtige Beziehung der zwei Strahl- 
bfischelDy Do lassen sich nun ahnlicherweise^ me oben 
(lly 3.) bei den Ebenen E, E^ , die daselbst angezeigten 
Reihen von Eigenschaften , Sätzen, Aufgaben, u. s. w. 
[wenn diese zuerst, vermdge ($»33. u.$.48»), auf einen 
der zwei Strahlbfischel übertragen werden [l» auf eine* 
neue Art travestiren ; ich beguQge mich aber damit, hier 
darauf aufmerksam gemacht zu haben; im Nächstfolgen- 
den (IV.) sollen einige dabin gehörige Beispiele, wenn 
auch unter abgeänderter Gestalt, herausgehoben werden». 

IV. Die Resultate, welche durch die zwei vorher* 
gehenden Betrachtungen über die zwei Paar Gebilde £. 
und E^, D und D| entwickelt worden, lassen sich, zu- 
folge ($. 33.) f unmittelbar von jedem Paar dieser Ge- 
bilde auf das andere übertragen, d. h., die von- dea 
Ebenen E, Ei aufgefundenen Eigenschaften (IL) lassen 
i^ich auf die Strahlbüschel D, Di, und die von diesen 
angedeuteten Eigenschaften (III.) lassen sich unnültelhar 
auf |ene Übersetzen. / 

1) Nän^cb werden z. B. die Strahlbüschel D, Di, 
nachdem sie nach obiger Art (111.) mittelst des StrahU 
Systems [9(9li] auf einander bezogen, durch zwei be- 
liebige Ebenen (£, $i geschnitten, so müssen in diesen 
entsprechende Hauptelemente entstehen, wie sie jenen 
zukommen, d. h.^ es entstehen in den Ebenen € uad 
(El zwei Hauptdreiseite tit und ii^iJTi, deren Sei- 
ten r, iy t und }i, 9x, ^Ti , Hauptgerade und deren 
Eckpunkte (nach der Ordnung, in der sie den Seiten 
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gegeDlber stehen) j, 9, jr und r,, «», r, Hauptpunlte 
sbidy upd diese Hauptelemenfe werden beziebJich durch 
die Hauptdreiflache rat und Zfy,Xi, Hanptebenen r, s, 
t und Zu 7i, Xi, und Hauptatrahlen z, y, x nüd ri, Si, 
t| der Strahlbflschel D und D« (III, 1.) bewirkt; ferner 
wird z« B« eine Kegelfläcbe zweiten Grades, welche^ tir 
Bern der zwei Hauptdreiflache eiogesi^ebeB isf^ 
in der zugehörigen Ebeae einen Kegelschnitt erzeugen, 
welcher dem Hanptdreiseit eingeschrieben ist; u.s. w., 
80 dafft also zwischen den zwei schneidenden Ebenen 
£, €i folgende Beziehung statt findet .- 

Den Elementen und Qebiidep 
in der Ebene S..< entsprechen ...in der Ebene €|: 

A. - 

I) Irgend eiaem Strahl a 1) Ein bestimmter Strahl 

(Gerade): a^« 

%) Dem unendlich entfern- 2> Ein bestimmter, ead- 

l«n Strahl (II, % bj: lieh entfernter, Strahl 0«* 

3) Einem gewissen beson« 3) Der unendlich entfern- 
dern Strahl 9t; te Strahl 9tf. 

4) Den einxelnea Seiten?» 4) Die gesammten Strah- 
^, t des Hanptdreiseits (ab len der Strahlbüschel r^, 
Strahlen angesehen): ^1 « tf 

5) Den gesammten Strah«- 5) Die einzelnen (Haupt-) 
len der Strahlb&sehel |,9,)(^: Strahlen f^, 9^, f^, 

6) Den drei Hanptgeraden 6) Die drei Hauptgeraden 
t, ^, t (als Gebilde angesehen): |^, 9t «J^«- 

7) Irgend einem St'rahlbu- 7) Ein bei|(timmter Kegel-^ 
Bchel S), d. h., irgend einem schnitt [^i], der demHanpt« 
Punkte fd qnd den gesamm- dreiseit lifP^^Pi eingeschrie- 
ten durch ihn gehenden ben, und dessen sämmtii^ 
Strahlen: che Tangenten (lU» 2, a.)y 

oder schlechthin; 

Irgend einem Punkte 9» Ein bestimmter Kegel- 
weicher nicht in einer der schnitt [S9i]> welcher dem 
drei Hanptgeraden Xf if t Hauptdreiseit (^ ^ije^ elnge- 
liegt; schrieben ist; 

und also: 
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Den gesammtett Paslct«!!^ Di« gesav^nten Kegel- 
tyelche nicht in den drei schnitte bt 9« |P|]» welche 
Haaptgeraden r, i, t liegen: dem Hantdreiseit liPiJTf ein- 
geschrieben sind; 
Den Fsnlcien in den drei Die Punkte in den drei 
Banptgeraden r, If t *): Hanptgeraden |«, 9|, f^ *), 

8) Irgend einer Geraden 8) Eine Schaar K^gel- 
9, d.h., der Sehaar Pnnlte, schnitte [OJ, d. h., alieKe- 
die in irgend einer Geraden gels^ welche die dreiHaupt- 
Q liegen: .gen ^, fjff , p^ nnd eine be- 

stimmte vierte Gerade ®^ 
berühren« 
9> leset besond«tii<3.)6e^ 9) Die Sehaar Purabeln 
raden 91: [SJ, d.h., alle Parabeln» wel« 

che demHanptd. Ii9i)ft ^^"' 
geaohrieben werden können« 
10) Da die Gerade (a) 10) So befindet sich anter 
der besondern Geraden 91 der Schaar Kegelsch. [^i]» 
nnr in einem einzigenPnnkt (welche 4 Gerade |f, 9,, p^f 
begegnet: 0i berühren} nnr eine ein- 

zige Parabel* 
11} Geht die Gerade ® 11) So Tereinigt sich die 
durch einen der dreiHanpt- Gerade ®| mit einer der drei 
pankU I, 9» lf (&.}s Hauplg. Ii, |>, t |r^, die dann 

U. t, w. von der Schaar Kegeh.[9J 

in einen bestimmten Punkt 
berührt wird. U. s. w. 

1) Irgend swei Strahlen I,} Zwei bestimmte Strah- 
a, b; len a^ , b^; 

dem durch sie bestimm- der darch sie und durch 

len Punkt 9» d. h.« ihrem dieHauptg. ||,p^,)ef bestimm- 

Dnrchschnittspnnkt; te Kegels. [^J; 

und dem durch sie und und der durch sie bestimm- 

durch die Hanptgeraden r» te Punkt, d. h., ihr Durch- 

i, t bestimmten Kegels. [(£]: schnittspunkt 2|. 

2) Irgend einem Kegel- 2} Ei^n bestimmter Punkt 
schnitt [$}» (der dem Haupt- St» 

dreiseit t^t einges. ist); 



'*} Und zwar sind die Geraden r und |f , ß und 9^ 9 t nnd jt^ , 
in Ansehung der entsprechenden Puniitenpaare, projectiTisch. 
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irgeifri «{Rdm Piittkt ^ in ela be«tlnint6r Kegel- 
dessen Umfang; 9ehnitt [9i}» der durch ihn 

geht (nnd dem Battptdrei- 
eeit fil^iff eingea^ i8^>; 
Q«i d«m ihn in diese m nnd der in ihm Ton die« 
Punkte berShrend. Strahl«: ^em Kegelschnitte berfihrte 

Strahl «,. 

3) Irgend einem Kegel- 3) Ein bestimmter Ponlt 

schnitt [Z]i 2«^ 

der Schaar Punkte % die die Sehaar Kegelschnitte 
in seinem Umfange liegen; [5J,], die durch ihn gehen; 

und dengesammten Strah- nnd die gesammten Strah- 
len» die ihn berühren: len des Strahlbfisehels £|« 

4) Da vonderSchaarPnnk- 4) So sind unter der Schaar 
teiP, dieindemKegelschnit- Kegelschnitte [JJJ, (welche 
tc [I] liegen (3.)» im Allge- drei Gerade |^>9|»y, beröh- 
meinen, nnd höchstens, awei ren nn^ durch einen Punkt 
in die besondere Gerade SR 2| , gehen), Im Allgem. nnd 
fjillen: höchstens zwei Pjirabeln. 

5) Da irgend swei Kegel- 5) So giebt es Im Allgem« 
schnitte [^], [W] (die dem «»dl höchstens vier Kegel- 
Dreiself tit einges, sind) sebnitfe[aj» lh^\ U^h [bj, 
einander im Allgem. und welche durch zwei bestimm- 
hSehetens in vier Paukten te Pnnkte 9?,,^! gehen (und 
a, b, C^ b schneiden: drei Gerade j,, 9^, )p, berüh- 

U. s. w. ren). U s. w. 

c. 

I) Irgend einem Kegel- 1) Ein bestimmter Kegel- 
schnitt, der irgend zwei der schnitt, der durch die ent- 
drei Maaptgeraden tf^^t bc- sprechenden zwei Hauptge- 
rührt, z.B. irgend' einem Ke- raden (j, . |>|,^,)geht, also 
gelsehn^ttt [rfl, der t, i be- %» B. ein bestimmter Kegel- 
rnhrt; der Schaar Punkte 3^, schnitt Qi 9i]; die Schaa#. 
die in seinem Umfange lie- Kegelschnitte [JJ,], die ihn 
gen; (und der Schaar Strah- berühren; (und die Schaar 
le« a, die ihn berühren); Strahlen a^, die ihn (und* 

diese Kegels.) beribreii). 
3) Da von derSchaarPunk-' 2) So sind unter derSchaar 
te 5J (1.) des Kegelschnitts Kegelschnitte [JJ^], (die ei- 
[r^], im Allgemeinen nnd neu Kegels, [j, 9,], zwei Tan- 
büchstens, zwei i^ der be- genten|t»|^f desselben, nnd 
sondern Geradea SX liegen: eine dritte Gerade jTi berüh- 
ren)* im Allgemeinen zwei 
Parabeln. 
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8) Da Ir§cs4 swei Kegel- 8) Se k^aaeB 3rge»i zwei 

ecbniUe [rl] einander im Kcgelecbnitte (j^ |^,] Im All- 

Allgeaieinen itf Tier Pnnk- gem. Ton Tier bestimmtem 

Umüftf tfh scbBeiaeBs KegeUeiinitten[«f],[|,l, [c^], 

U« «. w. 0«] bernkri werdea» U.a.«f; 

D. 

1) Irgend einer beliebigen 1) Eine bestimmte CarT« 
CnrTe C des nten Grades: C« der 2n(n-l)ien C|a3se (III, 

Da dnreb jeden der drei 2, b.}« 
Haaptpnnkte }, 9, j; im All» So mnfs jede der drei 
gemeijiea n(n-l)Strablen ge- JBaaptgeraden |f , 9^ , i^g im 
ben, welcbe die gegebene Allgemeinen nCn-1) mal Ton 
CnrTe C berfibren: der genannten CnrTe C^ be- 

rübrt werden* 

U. 8. W. 

2) Irgend einem beliebi- 2) Eine bestimmte CnrTe 
gen Kegelscbnitt C» der kei« C, 4ter Classe» die jede der 
ne der drei Hanptgeraden r, drei Hanptgeraden {(, 9,« P% 
li t berfthrt« doppelt berikrt; 

der Scbaar Punkte 9i die die Sebaar Kegelscbnitte 
in seinem Umfange liegen, [9)|]t die sie beri&breBt nnd 
nnd der Scbaar Strahlen a, die SchaarTangenten a^tdie 
die ihn in diesen Punkten sie- mit diesen (in den Be« 
berfihren: r&hrnngsp.) gemein bat 

3) Irgend einem beliebi- 3) Eine solche CnrTe C, 
gen Kegelschnitt C, welcher 4ter CL, die drei singalSre 
dnrch jeden der dreiHanpt- Pankte hat, in denen sie Toa 
pynkte |, p, X geht: den 3 Hanptg. |,, 9,, p^ be* 

V. s. w. rfihrtwird, nnd die in einer 

V. s. w. Geraden liegen. 

Hiemach sieht man, wie die gegenseitige Beziehung 
der Ebenen ff, €i, (oder der StrahlbQschel D, Di), mit 
der gegenseitigen Beziehung der Ebenen £, Ei (II.) ei* 
nerseits übereinstimmt, und andererseits sich von 
dieser unterscheidet; n&mlich sie. stimmt dem Um- 
fange nach ganz mit der letzteren überein, so dafs alle 
jene Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., von welchen 
oben (II, 3.) Erwähnung geschab, sich eben so vielfäl- 
tig durch sie umwandeln lassen, nnd däfs überhaupt 
alle daselbst gemachten Bcuicrkinigen auch auf sie An 
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wendüiig finden; dagegen aber unterscheidet siö sich 
▼on der andern durch die Art der entsprecheudra Ele^ 
menCe, und xwar dergestalt, dals wenn z. B. irgend da 
Satz fib«r Figuren in den Ebenen £, Et gegeben ist, 
dann der entsprechende Satz in den Ebenen €» €i (oder 
in den Strahtbftscheln D, Di) unmittelbar daraus abge« 
leitet werden kann, wenn man hier überall: Gerade, 
Punkt, Hauptdreiseity eingeschriebener Kegel* 
Echnitt, u. s, w. (oder bei D, Di: Ebene, Strahl, 
Hauptdreiflachy eingeschriebene KegeKliche 
etc.) setzt, wo dort, bei £, Ei, respective: Punkt, Ge* 
rade, Hauptdreieck, umschriebener Kegel« 
schnitt, Q. 6. w. steht; und auch umgekehrt. Das Zu* 
gleichstattfinden der einander entsprechenden Eigenschaf- 
ten und Sätze in den verschiedenartigen und yerschie« 
denartig auf einander bezogenen Gebilde- Paaren E und 
El, D and4)i, oder (£ und €i, ist eine nothwendige 
und natfirliche Folge davon, dafs die beiderseitigen Be- 
ziehungen durch das Strahls jstem [919li] bewirkt worden. 
Aus denselben Gründen findet Übrigens auch sogar eine 
Abhängigkeit zwischen den Eigenschaften irgend zweier 
ungleichartiger Gebilde statt, was, wie folgt, gezeigt 
werden kann. 

2) Man kann nämlich auch zwei ungleichartige Ge- 
bilde, z. 6. die Ebene E und den Strahlbüschel Di, 
mittelst des Strahls jstems [31 Sl^] auf einander beziehen. 
Werden zu diesem Endzweck, die Punkte, in welchen 
E von den Axen 91, 9li getroffen wird, wie oben (II.), 
durch r, s, der durch sie gehende Strahl durch x; und 
werden andererseits die Ebenen in Di, welche durch 
die Axen 9, 91i gehen, wie oben (III.)» durch Zi, ji, 
ihre Durchschnittslinie durch ti; wird femer der Punkt, 
in welchem E vom Strahle ti getroffen wird, durch t, 
und werden die Geraden, in welchen sie von den Ebc- 
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nen Si« Ji geMrbnüHcii wfriiy durdiXy j} und wird md- 
licb dir 7«frige Ebene in Di » wdebe dardi ilcn SfrabI x 
gehfy dorcb Xi » and werden die Sltablen, in welcbcB sie 
die Ebenen Xi, ji sdmeidet (oder welebe durcb jene 
Ponkte r, • geben), dorcb ri, »i bexeiehnet: so kann, 
in iboKciieni ^ne, wio oben (II. und IIL), dis Drei- 
eck rst Hanptdreieek der Ebene E, und das Drei- 
ttadk Kl ji^i Haoptdretflacb des Strabibfischek Di, 
ond ferner kOnneu z. B. derjenige Punkt o in £ und 
diefenige Ebene «i.in D^, welebe beide dureb irgettd 
ebien und denselben SfrabI a des SCrablsjstems [SISft] 
bcsttmnit werden, entsprecbende Elemente derGe- 
bilde E, D| genannt werden, n. s. w., so dafa sich als- 
dann zwlscben diesen zwei Gebilden eine analoge Be- 
ziehangslabelle aofsteUen liCst, wie oben zwischen gleleb- 
artigen Gebilde- Paaren, und was etwa dorcb folgende 
einzelne Beispiele erläutert werden mag. 

d) Den Eleipenten und Gebilden 
in der Ebene E... entsprechen... im Strahlbüs. D,: 

I) Irgend einem Ponkte a 1) Eine bestimmte Ebene 
(im ATlgera.): **%- 

%y Ifgead eines Geraden 2) Eine bestisimte J^egel- 
A,d.h., den gesammten Pank- fläche [A«]«^ d. h.« die ge- 
teoi die in irgend einer Ge- sammten Berührungsebenen, 
radenAliegen, welche durch einer EegelflSche zfreiten 
heinen dar drei Haaplpunk*- Grades« welehe demHanpt- 
U V, s» t gebt: dreiflach i,y|X| eingeschrie- 

ben ist 

S) Irgend einem Strablbü- 3) Eine bestimmte Schaar 
«che! B, d. h., dan gesamm- Kegelfl. [Bf] iweiten Gra- 
ten Gerädert, die dnreh-ir- desi welche aafser 4ea drei 
gend einen Punkt B gehen, Banptebenen z^ , j^ , X| eine 
welcher in keiner der drei bestimmte vierte Ebene B, 
H'auptgeraden s« j, x liegt: be^flhreB. 
^ 4) Irgend einem dem Hai^pt- 4) Ein beftiimmter $tff»bl 
dreieok rst umschriebenen A| (oder Ebenenbüs. A|), der 
Kegelschnitt [A]: in keiner der 3Hauptebenen 

z,, y,, X, liegt. 
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6) Irgend tiMen Kegel- 5) Eine KegelflUche 2tcn 
Bclinitt, wel«b«r dncek ifw Gr.« welche die «nttpre^k en- 
gend iweiHaaptpankiegehl, den fnei Haaptebenea be* 
etwa einem KegelsebDiUCnJt rdhrt^ also eine KegelflS- 

cbe r«iyi]. 

Oder denkt man sieh nun wieder die Ebene €i, 
welche den StraUbdBchel Di schneidet » nnd behalt die 
oben (10 fQr die Haaptelemente derselben festgesetzten 
Bezeichnungen und Benennungen bei, so bet man xwi* 
sehen den Ebenen E, (S^ folgende gegenseitige Be- 
ziehung. 

ß) Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene E... entsprechen ...in d^er Ebene S|: 

1) Irgend einem Pnnkt (I, I) Irgend eine bestimmte 
im Allgemeinen: Gerade a^. 

2) Den gesaiftmlen Pnak- 2) Ein« nnd dieselbe Qe- 
tea, welche in einer der rade, nämlich eine der drei 
drei Hanptgeraden x, 7, z Hauptgeraden ji;«! (ün |«< 
liegen: 

3) Den einzelnen Haapt« 
pnnkten t, s, t: 



4) Einem gewisaeii beson» 
dern Punkt &i 
53 Irgend einer Geradeii 



3) Die sämmtlicbenStrah- 
len der flauptstrahlhüsehel 

4) Die nnendlich entfern- 
te Gerade 91^, 

5) Ein bestimmtier KegeU 



G, welche durch keinen, dec scbnitt [®|]» welcher dem 
drei Hanptpnnkt« c,8|t geht; Hanptdreiseit 4|,||f j^i einge« 
der Schaar Punkte» die in schrieben ist; die Schaar 
ihr liegen: Gerader, die ihn berdhren. 

Daher: 
Den gesammten Geraden Die gesammten Kagel-« 
(in der Ehen e): schnitte [l^p^jC^]» 



6) Der unendlich entfernten 
Geraden Q: 
73 Irgend einer Geraden, 



6) Ein bestimmter beaondeEef 
Kegelschnitt [Q J. 

7) Ein bestimmter Pnnktb 



welche durch eitoen der drei der in einer der dreiHaup^ 
Hauptpunkte r,s, t geht; der geraden U^ Pit Pt liegt; die 
Schaar Punkte, die in ihr Schaar Gerader, di<e darch 
liegen: ihn gehen. 

Oder: 
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Irgend einer Geraden» Ein beetininiler Straliliio- 
welcäe dnrek einen der drei scliel, dessen Hittelpvnkt 
Hanplpnni^te r, s» t gefct: in einer der 8 Han|itger. ||, 

9f » J^i liegt. 

Und nko: 
Den gesamnien Strahlen Di egeeammten Punkte der 
eines der drei Stralilbftadiel entsprecltenden Haaptgera- 

r, 8, t: ^ß» In Pn Jff 

8) Irgend einem Strahlbfi- 8)EineScIiaarKegelscbnit- 
schsl B, d- k, den gesaram- te [«J, d. b., alle Kegel- 
ten Geraden, welcbe dnreb sdinitte, wellte «nfser den 
irgend einenPunktB gehen, drei Hauptg. i«, 9«, f^ noch 
(derinkeinerderdreiHaapt- eine bestimmte vierte Ge- 
ger, s, y, x liegt): r«de SB; berfih^en. 

9) De^i besondern Strahl- ») !>»« Schaar Parabeln 
bfiachel R (4,): [Ä,], (welche dem Haupt- 

drelseit ||9|]K| eingesehrie- 
ben werden können). 

10) Da von den Strahlen 10) So befindet sich unter 
des Strahlbfischels B (,8.) der Schaar KegelschnitÖe 
nur ein einziger durch den [»il, welche irgend yierGc- 
besondern Punkt R geht: rade Ji, V^ fi»S5, berühren, 

nur eine einzige Parabel (9.). 

11) Irgend einem Kegel- H) Kin bestimmter Punkt 
schnitt [T], welcher dem 2, ; die Schaar Gerader, die 
Hauptdreieck rat umschrie- durch ihn gehen (d. L der 
ben ist; der Schaar Pankte, Strahlb. £,); und die Schaar 
welche in ihm liegen; und Kegelschnitte [S,1, die darch 
der Schaar Gerader, welche ihn gehen (und dem Hanpt- 
ihn berflhren: dreiseit l.tf^H^ eingeschrie- 
ben sind). 

Daher: 
Den geflammten Kegel- Die gesammten Punkte, 
schnitten [rst]: 

12) Da der Kegelschnitt 12) Sosind unter der Schaar 
[T] (11.), im Allgemeinen Kegels. [SJ, welche durch 
und höchstens, yon zwei einen Punkt Zi gehen und 
Strahlen des Strahlbfischels drei Gerade 1,, Pi, J^i berüh- 
R (9.) berührt wird: ren, im AUgem., zwei Para- 
beln [«J. . 

IS)DerSchaarKegelschnit- 13) Die Schaar Punkte ?J„ 
tc[P], welche durch irgend welche in irgend einer Ge- 
einen Punkt P gehen, (und raden ^^ liegen, (die durch 
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dem HaQptdreieck r«t am« keinen der drei Hanptpnnk- 

sckrieben »ind): te r|, ^«, t| geht). 

14)DerSchairKegel8chnit* U) Die Sdiaar Punkte Q,, 

te [G], welehe irgend eine welcbe in einem bestimm- 

Gerade G berühren (und ten Kegelschnitt [G4] liegen, 

dem Haaptdreieck rat am- (der dem Hanptdreis« i^^iJ^i 

schrieben sind): . eingeschrieben ist) 

15) Der Schaar Parabeln 15) Die Sphaar Punkte Q^ 
[Q], die dem Haaptdreieck des besondern (dem Haapt- 
rstnmschrieben werden k5n^ dreis» {^ 9|^i einges.) Kegei- 
nen: Schnitts [Q|]. 

16) Unter der Schaar Ke- 16) Weil die Gerade 9^« 
gelschnitte [P], welche darch mit dem Kegelschnitt [fli], 
vier gegebene Pnnkte r, s, t, im Allgemeinen und hoch* 
P gehen (13.), befinden sich stens, zwei Pnnkte gemein 
im Allgem. zwei Parabeln; hat 

17) Da irgend zwei Kegel- 17) So giebt es, im Allgem. 
schnitte [M3, [N], (welche and höchstens, vier Kegel- 
dem Haaptdreieck rst am- schniite [fi^l, [6|], [<«], [b,l, 
schrieben sind), imAllgera. welche drei gegebene 6e- 
nnd höchstens, yon vierGe- rade inHi, T^ berühren, nnd 
raden a,.b, c, d berührt wer- dnrch zwei gegebene Pank* 
den: te !K|, 9l| gehen. 

18) Darch drei gegebene 18) Weil irgend zwei Ke- 
Pnnkte r,s,t gehen, ImAUgem. gelschnitte [S^J, [9t|], wel- 
and höchstens, yfer Kegel- che dem Hanptdreiseitl^^,)?! 
schnitte M» P>]» [c], [d], wo- eingeschrieben sind, einan* 
von Jeder irgend zwei gege- der, im Allgmeinen nnd 
bene Gerade M, N berührt: höchstens, in irgend vier 

U. s. w. Pnnkten tti, i|, C«, (| schnei^ 

den, U. 8. w. 

Wenn inzbesoodere die Ebene €1 mit der Ebene £ 
susamnienfällt, dann decken sieh das Hanptdreiseit |i9ijri 
und das Haopfcdreieck rst, und es finden sodemu einige 
merkwürdige Umstände statt, welche später herücksieh* 
tigt werden mögen. Eben so giebt es eine besondere 
geg^enseitige L^age für die Ebene E uad für dea StraUU 
büadiel Di, durch welche eigenthümliche interessante 
Umstände yerursucbt werden, und welche gehörigen 
Orts (im sweit^ii Abschnitte) ausl^rlidi ^itwickdt 
wei4ea aollep-. ; .. 
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3) Et kaali dod femer aoch eruuiert werden daCs^ 
da alles, was so eben übeir die zwei Ebenen £, ^^ be- 
merkt wordcni ähnlicherweise von zwei Strahlbüseheln 
D« jDi/Oder da Oberhaupt alles, was in den v<Hrste- 
henden Befarachtnngen fiber die Ebenenpaare E und £i 
(II.), €uad €i (l-)f £ uBcl €i (2.) gesagt und angedeu- 
tet worden, ähniicherweise von StraUbfischelpaaren D 
und Dl (III.), 2> und <Di, D und SDt gilt, dafs also, 
sage ich, die gesammten Resultate, welche in 
den vorstehenden Betrachtangen (von II. bis hier- 
her), tfaeals entwickelt, theils blofs angedeutet 
Vrorden, sich mittelst der Strahlbflschelpaare 
D und Dt, 2> und S>i, D und ^Di auf die Kugel- 
fläche übertragen lassen (siehe Änmerk. §* 34. 
und §. 48.). 

V. Bei den vorstehenden Betrachtungen sind, ähn- 
lidberweise wie bei vielen früheren Betrachtungen^ ver- 
schiedene besondere Fälle möglich, die nämlich dadurch 
entstehen, daCs man den Axen 31, 3li und den Gebilden 
E und £|, D und Di, u.s.w* eigenthümUdie Lage zu- 
kommen läfsi, dafs man z. B. die eine oder srndere 
Axe, oder das eine oder andere Gebilde in unendliche 
Ferne versetzt, u. s. w.; dadurch erhalten dann auch die 
Resultate eigenthümEche Aussagen, wodurch sie oft mehr 
Bifatresae d^regen, als die allgeuieiBeii ResiAatej hk der 
F^e witd A^ Oelegeliheit darUeten, alle diese Fülle 
zu eröft«m,'Wo Msdam, nach v^rängegailgener Entwik-» 
keloDg der JEigcnschaiten profeetivideher Ebaien nnd 
Straybüsehel, die Masse dar Resultate c^was ausgedel»- 
ter und umfassender $eia wird Hier maf ^nm Sohlnsae 
BBt den betradhteten Figatren noch lolgttided Maüivef 
voifeBOmmen werden, wodurch eimge Efgeaschaften, 
die vorhin mit Slilsehw^igeii überga«geo vfoideil, kla« 
rer und bestimmter hervortretei^ und wodetdi mMiei^ 
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Itot TkeUs eine freiere UebersiiDliI übtr die voilierge- 
fcetideil BetrathtudgeSy über deren ZttsamtieiibBng odd 
über die daraas entapruiigeDeii ReeoUalie gewitot. 

Das den obigen Betrachtaiigen zu Gmiide liegende 
Sfrablsystem [9l9li], welches einerseits doreh ftiv^iisc- 
rade % Si , und anderersdts durch zwei Ebaieübüschal 
IN 9 9(i erzeugt wird» indem ntelieh jeder Sirafal dessei- 
bell sowohl durch irgend zwei Piuikte «tteser GeradeOi 
•Is durch irgend zwei Ebenen diesiSr Ebea^nbüsdid be- 
stimmt wird, kann durch Verinderuag der Lage dieser 
Gebilde in folgende besondere Fälle üb^gefaen. Man 
kann nämlich einerseits die Greradm» flir sich betrach- 
Mf so legen, dafs äe einander schneiden, mithin in ir- 
gend einer Ebene liegen, die durch E^ bezeichnet wer- 
den mag, wodurch dann offenbar alle Strahlen in diele 
Ebene hineingezogen werden, und zwar dergestalt, dab 
sie genau die gesanniten Strahlen (Geraden) dieser 
Ebene sind; ond andererseits kann man die Ebenen- 
büschel, für sich betrachtet, so legen, dafs ihre Axen 
sich schneidet, dafs sie mitbin in irgend ^inem Strahl« 
böschel liegen, der^dorch D^ bezekhfiet werden mn^ 
wodurch dann oifenbar alle jeneStrahien in diesen Strahl« 
büschel amsnmmeiiged^angt werden, osd zwar dergestalt^ 
dafis eie genau, oder einfach^ die gesanmiten Strahlen 
dieses StraUbüscbels sind* I>enkt mn.sicb nun «ebsl 
diesen zwei besondem ^rahlsystemen E, und l>t> a»eh 
«och zugleich )eia«8 ursprüBglicbe S^rabbystem [M di]^ 
und bezeiehoet das letztere, nmanBudeuttta, ibCsvs.im 
Bnume beliebig liege, durch R, so findet als^nn zwi» 
aeben den drei Strablsyst^nen B, Ei, ß, die Beziehlmg 
statte dafs jedem beliebigen Strahl In einem derselben> 
irgend ein bestiannter Strahl,. s«nr«y In dem einen^ 4is 
hl dem andern, der zwei übrigen (SlmUsjrdteme) eilt-« 
spritthl; z. & itgend einem Stmhl a^^iiu R, vf eichet 4ie 
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Geraden %% kt den Ponkta e, «i tiiffl, nnd in w^ 
dian tidi die swei Ebenen er, Oj der Ebenenbfisdel 
% Si triinfidea, entspriciit in Et dn beBÜnmiter StraU 
atti» and in D« ein bestiminter SCraU aoi (d. L die 
Dardttdmitlulinie der Ebenen a, aO* Daker ist leicht 
ra erachten, dab gewisse Eigenschaftai, welche eineBi 
der drei Strahlsysteme xakommen, aach, in irgend einer 
ent^redioiden FonD, auf die jedesmaligen beiden fibii- 
gen Systeme übergehen müssen, nnd zwar beruht diese 
Abhängigkeit ▼pmehmlich auf den projectivischen Ei- 
genschaften der Grondgebilde, d. h., aof den vieUUti- 
gen projecÜTischen Beziehongen der Geralden 9, St nnd 
der Ebenenbfischel 8, Vi. Man denke sich z. B. im 
ersten Strahlsjstem R irgend eine Schaar Strahlen, wel- 
dbe in einan einfschen Hyperboloid liegen, so werden 
dnrdi sie einerseits die Geraden 8, 9f i und andererseits 
die Ebenenbfischel 8, 8i profectivisch auf einander be- 
zogen» und daher werden, im Allgemeinen, die ihnen 
entsprechenden Strahlen in £, einen Kegelschnitt um- 
hflUen, wddier die Hauptgeraden 8, 8i bo^Ührt ($.38, 
lY.X nnd die ihnen entsprechenden Strahlen in Ds wer- 
den in einer Kegelflache zweiten Grades liegen, wel- 
che durch die Axen (der Hauptebeoenbfischel) 8, 8i 
geht ($« 38, IL). Werden diejenigen zwei Punkte der 
Geradm 8, 8i in Et, welche in ihrem gegensatigen 
Dnrchschnitte vereiniget sind, durd e, fi, und werden 
die)enigen zwei Ebenen der Ebenenbfisdiel 8, 8i in 
Dtf welche auf einander fallen ^ durch s, «i bezeichnet, 
und wird femer angenommen, es sei e derjenige Strahl 
in R, welcher zugleich einerseits die Punkte e, ti der 
Geraden 8, 8i verbindet, und andererseits die Durch- 
schnittslinie der Ebenen e, ii der Ebenenbfischel 8, 8^ 
ist, so werden also, im Falle dieser Strahl e tu der 
Sdbaar Strahlen (des genannten Ifyperboldids gehört, 

einer- 
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einerseits die HstupfgM^deii in E^, und anderers^s die' 
Haaptebenenbfiscfael la D^, afUettiatl pefspectiviscb seioy 
so daft folglicli in ledein soleben Falle dem Hjperbo« 
l6id ia B, irgend ein F'unkt B (der Projectionspnnkt der 
Hauptgeraden Sl, Sit) in £^, und irgend eine Ebene 9 
(der perspectiviscbe Darchschnift der HauptebenieDbti- 
scfael % fHi) in D^ entspricbt. Einem Hyperboloid aber, 
trelches nicht durch den Strahl e geht^ wird in E« ir- 
gend ein Kegelschnitt y "vrelcber dem Winkel SItft ein- 
gescfirieben, und in D, il*gend eine Kegelfliche tweilen 
Gradesy itcicbe dem Winkel 8(9Ii umschrieben ist^ cfnt- 
sprecbenii Es ist klar» ditfs wenn man umgekehrt die 
Hanpfgeraden 81, % in E, von irgend einem Punkte B 
aus perspectivisch, oder mliftelst eines sie berührenden 
Kegelschnitts [3l3(i] projettivisch auf einander beueht» 
dafs dann diesem Punkt, oder diesem Kegelschnitt, ir- 
gend ein einfaches Hyperboloid in R entspricht, t^el- 
dies ilBi ersten Falle durch den Strahl ^ gebt; uüd dafs 
Entsprechendes in Hinsicht der Haupt^beii^nbüsebel 81, 
Sil in D] statt findet. Demnach entsprechen den ge- 
sammten einfachen Hyperboloiden in R^ welehe den 
Strahl e gemein haben, einerseits die gesammten Punkte 
der Ebene Ea, und andererseits die gesammten Ebenen 
des Strahlbüschels D^; den gesammten Hyperboloiden 
in R aber, urelebe nicht dnrdi den Strahl e gehen; ent- 
sprechen in Es die gesammten Kegelschnitte^ welche 
dein Winkel StSfi eingeschrieben, und in Ds die ge- 
sammten Kegelfläcben zweiten Grades^ welche dem Win? 
kel 81 Vi umsehrieben sind. U. s. w. ^ 

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also twi- 
sehen den drei Strahlsystemen R, E3, f), ähnliche Be- 
ziehungstabellen aufstehen, wie oben in (11, III u» Iv.)* 
Die Form dieses Päpiets gestattet aber nicht, die ent- 
sprechenden £iigenschaften aller drei Systeme neben 

19 
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ekiaiider w stellep, wie es» veimi^ge ihres Zus^iumen- 
banges, cigeBÜich seio sollte. Sie spUes daber &ar 
paarweise neben eiaaoder gesetet werden, und iwar 
niv die ftwel Paare R ond E«, £» nnd Dt« Die Fön- 
damenlaleigeoscbiiten, auf denen die Beziehwg dieser 
zwei Paare beroh^ sind fcrfgende». 

er) Den Elementen und Figuren 
in Et ».entsprechoi in R^ 

1) Irgend «iaem Strahles: 1) Irgend ein Strahl a. 
CDen aaendllch entfern- Cl>er nueadlich ealfernte 

ten Strahle Q«) Strahl Q.) 

2) Irgend einem Paukte B, 2) Irgend ein einfaches 
alsHittelpvnkt eines Strahl- Hyperboloid [B]> welches 

büschels angeseheni darck (9,9« und; den Strahl 

e geht 

3) Also den gesammten 3) Die gesammten einfa- 
Punkten: chen HyperboloTde, welche 

die drei Strahlen 9, %» e 
gemein haben* 

4) Irgend einer Geraden 4) Eine Schaar einfache 
G, das helfst» der Schaar Hyperboloide [G], welche, 
Pnnkte, welche In ihr He- anfser 9, 9|» e> irgend einen 
gen: Tierten Strahl G gemeia 

haben. 
* (Der nnendlich entfern- (Die gesammten hyperbo- 
ten Geraden QO Hschen ParaboloYde, wel- 

che durch die drei Strahlen 
9> 9|, e gehen.)' 

5) Irgend einem Kegel- 5) Irgend ein einfaches 
schtiilt (99|]» welcher diie Hyperboloid [99|]. 
Hanptgeraden 9,9t berährt: 

6) Irgend einer Curve C; 6) Irgend ein^ geradlinige 
Irgend einem Punkte P in Fläche C; irgend ein sie be- 
derselben; und der sie in rflhrendes einfaches Hypor- 
demselben ber&hreadea boldid P^ i^iid der Strahl,. 
Tangente Ts län^ welchem e& 4ieaelbe 

U. s. w» berührt U. s. w. ' 

/9) Den Elemente^ und Figuren 
in £a entsprechen.,..., in Da: 

1) Jedem Strahl (Ger^L" I) Irgend ein Strahl a. 
den) a: 



%,n. 
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2) Jedem Punkt, oder 2) Eine Ebene, oder ein 
Streblbftsebel B: ebener Strablb&sebel SB. 

3) Jeder Geraden 6, als 3) Irgend ein Ebenenbft- 
Oebilde, eine ScbaarPunk- scbel O« 

le enfbalfendy ingesebens 

(Der unendlich entfern-» (Ein bestimmter Ebenen- 
ten Geraden Qs) bisehel QO 

4) Einem Kegelsehnitt 4) Eine KegelflScIie [St9|,] 
t^^J« der die Hanptgera- 2teuGr.,die dnreh dieHanpt- 
den 9» 9| berührt: strahlen 8, 8^ geht 

5} Irdend einem beliebl- &) Irgend eine KegelfU. 
gen Kegelschnitte C: che 2teii Grades & 

6) Irgend einer belieb»- 6) Irgeod eine bestimmte 

gen Cnrte C) Irgend einem Kegelflilche S; irgend eine 

PunkteB derselben; nndder sie berfibrende Ebene Q$; 

zngehSrigen Tangente T: nnd ihr Berfihrnngstrahl $. 

Ü. 8« w. ü. s. n. 

Wird der Strabibüscfael Da dnrch irgend eine 

Ebene €f geschnitten, 80 beraht die Bexiehung der 

Ebenen £f Und €i auf folgenden Fondamentaleigcn- 

Schäften. 

f) Den Elementen und Figuren 

ia Es entsprechen •.«.• in (E^: 

1) Jedem Punkt, oder 1) Ein Strahl» oder eine 
Strahlbüschel B: Gerade 83. 

2) Jedem Strahl, oder ]e- 2) Ein Punkt, oder ein 
der Geraden G: Strahlbftsehel 6: 

(Der unendlich entfernten (Ein bestimmter PunktiJ)« 
Geraden Q): 

3) JedemPunkt B, und ir- 3) Eine Gerade S, nnd ir- 
gend einem dnreh ihn ge- gend ein in ihr liegender 
Senden Strahle a: Punkt a« 

4)' Irgend einer Gurre C; 4^ Irgend eine Curre C; 
Irgend einem Punkt P der- irgend eineTangente 9)der- 
aelben; nnd der Tangente selben; nnd ihrBerfihrungs« 
T in diesem: pnnkt j(. 

Daher: 

5) Irgend einer Curve C 5) EineCurTeCvom n(n-l) 
Tom Uten Grade: teuGradctoder yon der nten 

U. 8. w. Classe. 

U. s. tf . 

19* 
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Wenn bei den Ebenenbtiscfaeln 9(, 9(u ^n I^i> ^'^^ 
Torbio angenommeki WütdeD, die Ebenen s, Si aufeiA- 
atider liegen, dagegen die Geraden % Sfiy in £sf se 
gelegt werden, daCs statt der Punkte e> e|> irgend zvnei 
andere Punkte, etwa 6, b^ in ibrem Durcbscbnitte 
vereinigt sind, und weftn sodann die gegenseitige Be- 
tiebuog der StrabUjrsteme Ds) £«> in Rücksiebt iauf 
ihre enUprecbenden Elemente, wie diese bei ihrem ur- 
sprünglichen Zusamnienbange iti R bestimmt werden» 
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gletcb detjeni- 
gen> welcbe zwischen den obigep Gebilden E, Di (IV> 
2, ä.) stiatt fand. Das vorstehende Beziehungssysicm 
(y,) ist daher nur ein besonderer Fall des obigen (IV» 
2, /?.)• (Ebenso erhält man, wenn man das StraUftystem 
R durch irgend eine Ebene E^ schneidet) ein Bezie«- 
bungssystem zwischen den Ebenen E^ und E^, welcbes 
ein besonderer I'all des obigen CIV, 2, /?.) ist). 

Das vorstehende Beztehungs^ystem (y.') enthält 
übrigens die Fundamentalsätze auf denen die sogenannte ' 
yyTh^orie des polaires reciproques'^ beruht; welche Theo- 
rie gewöhnlich mittelst eines dulfskegelschnitt« darge^ 
stellt wird (§. 44.), ^obei nothwendigerweise beide 
Systeme von Figuren in einer und derselben Ebene 
liegen (d. h. die Ebenen Ej, ©i liegen aufeinander). 
Hier stellen sich diese Eigenschaften Buf allgemeinere 
Weise, unabhängig vom Kegelschnitt, ^ar, und zwar, 
wie schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall 
des obigen Beziehungssystems (IV, 2, /?.). Indessen 
gebührt das Verdienst, die genannte Theorie zuerst 
freier, unabhängig vom Kegelschnitt, aufgefafst zu ha- 
ben, dem gründlichen Forscher Möbi US (Barycentr. 
Calcüh). 

Aus der vorstehenden Betrachtung sieht man, dafs 
dem Strahlsystem R, welches bei den obigen Betrach- 
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tuBgen (II, IQ u. IV.) mv ab Millel diente, selbst alle 
Eigensdia&eii auf bestimmte entsprechende Weise 2a- 
kommen, welche dort von anderen Gebilden entwickelt 
und angedeutet worden. In der Tliat sind die Figuren 
in den obigen Ebenen £, £i (IL) als beliebige Schnitte 
(dieser Ebenen und) des Strithlsystems R anzasehen, 
so dafs also ihre Eigenschaften nur als Folgen der Ei- 
genschaften des letzteren erscheinen; ebenso sind die 
Strahlbfischel D, Di (III.) nur mittelst der EigenschaC- 
len des Strahlsystems R aufeinander bezpgcn worden^ 
u« s. w« Da hiernach gewisse netzgewebeartige Eigen« 
Schäften (fast sämmtliche Resultate des ersteq und drit- 
ten Kapitels) in )edem der 9 Gebilde £, £i, D, D|, 
€, €u ^7 S)i und R auf bestimmte entsprechende 
Weise statt finden: so sind also die Eigenschaften des 
Str^hlsjstems R keine eigentlich räumlichen, wiewohl 
dasselbe den ganzen Raum erfüllt, sondern sie sind 
blofs solche, welche ihrem wahren Wesen nach der 
Ebene (£), oder dem StrahlbOsdbel (D) aogddreB, 
(Von eigentlich räumlidien Eigenschaften der Art, wird 
im dritten und Tierten Abschnitte die Rede sein). ■ Audi 
ist, zufolge der vorstehenden Betrachtung, das StrahL 
System R in der That einerseits als eine durch den 
ganzen Raum ausgebreitete Ebene £2, und andererseits 
als ein aufgelöster, durch den ganzen Raum ausge- 
streuter Strahlbfischel D3 anzusehen. In diesem Sinne 
lassen sich tlb^igens auch jene früheren Gebilde E, £f, 
€, €1, D, Dl, S>, S>i als Umwandlungod det Strahlr 
systeme £9 und D3 (oder des Strablsystems R) anse- 
hen, wodurcb der Zusammenhang aller dieser Gebilde 
von einer neuen Seite sich offenbaret, und zwar wie 
folgt. 

W<»^en. nämlich die zwei Geradon Sl, 31i, so wie 
sie hier oben in eine Ebene E^ gelegt worden, zum 
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swelten Mal in dieadbe, oder Ui irgend ebe andere 
Ebena E^ gaL^, jedodi so, dafs nicht die namlidieD 
zwei Punkte e, Ci in ibreai Durcfaschnitte Tereinigt sind, 
wie das erate Mal, so findet zwischen den Strahl- 
aysteman E^, £,, bis auf einige Nebenunstände» offenr 
bar dieselbe Beziehung statt, wie oben zwischen den 
Ebenen <E, €» (IV, 1,). Bezeichnet man die zwei eb^ 
nea Strahlbüschel, in welchen die oben genannte Ebene 
€%(y.) die ^auptebenenbüscbel % 9(|, inD^, schneidet, 
durch §5, 9^1, und denkt man sich dieselben zum zweig- 
ten Bfal (in derselben, oder) in irgend einer andern 
Ebene €9 sp gelegt, dafs nicht mehr die nämlichen 
zwei Strahlen derselben vereinigt sind, wie dort in S^ 
ao findet zwischen den Ebenen £,, ^, in Ansehung 
ihrer entsprechenden Elemente, ähnliche Beziehung statt, 
wie pben zvrischen den Ebenen E, E^ (IL)» Ents^rer 
chepdes findet statt, wenn man die obigen Ebenenbü«- 
achel $(, $f| in zwei verschiedenen Lagen, in einem 
und demselben, oder in zwei verschiedenen Strablbü- 
a<:beln Di, D^, festhält und aufeinander bezieht. In 
dieser Hinsicht hätten also al)e vorhergehenden Ber 
ziehoogss^steme unmitlelbar an die obigen Fundameur 
tobStze (g. 38.) angeschlossen werden können^ Iin 
fünften Abschnitt wird diese letzte Betrachtungsweise 
ausführlicher erörtert und mit Erfolg angewandt werden« 
Zum Sehlttfae bemerke ich nochmals, da(s nile vcht^ 
bergehenden Beziehnngss^steme auf verschiedene smdere, 
zum TIftil einfachere und leichter zu fass^ide Weisen 
erzengt und betrachtet werden können, wobei eines 
Tb^MJla ebenfalls projectivische Eigensi^ften (wie hier 
oben), andern Theils aber andere BestUnmungen zur 
Grundlage dienen, was durch die späteren Entwicko« 
hingen ausffibrUch gezagt werden wird. Es werden 
alsdann die Beziebungssysteme in solcher Allgemein- 
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hcit dargestellt, dafs sie aucb diejenigen Fälle amfas- 
seoi wo einige von den Hauptelementen (Hauptpunkte, 
Hauptgerade, Ut «, w, siebe oben II, III und IV.), 
i(velche hei d^r gegenwSrtigen Betracbtung ittini«r. reell 
waren, imaginär sind« Aucb werden dana äbnUcbe 
Beziebungssystenie iin Räume Torkoninien, wo nament« 
lieh in g«wisgeu besondern Fällmi vavei RSume so aut 
einander bezogen werden » da$» jeder Ebene im einen 
Räume, irgend eine FiSche zweiten Grades m aaderu 
Raame entsprii^bt^ wodurch man sodann in Stand ge» 
setzt wird« mit Leichtigkeit alleFläcben zweiten Grades 
unter gewissen Bedingungen «u erzeugen, und ihre 
Eigenschaften aas den Eigenschaften der iluien entspre^ 
cbepden Ebenen abzuleiten ^), 



'^ i- n .w " 



*) la Deziig auf die gegenwärtige Betrachtung mögen: hier weh 
folgende Beispiele von besondern BczichnngBsyslemen e^wä!l^t wer^ 
den. Zufolge jedes der iwej ersten (neben einander slehendeil) 
Sätze in ($46. f.) hftt man »»m»leh mofMOamffmfBUm tvniuhsM 
awci Aufeinander liegend ge^hlenElb^nen, wo i, B. nach dem S^tze 
rechts, die Beziehung daHn besteht, dafs jedem beliebigen Ponkte 
B-, in der eiqen Ebene, irgend ei« bestiinmter Regelsehnitt ^B«], 
in der andern Ebene, enUpricht, welcher durch drei bes^mmtc 
feste Punkte B, B^ , (A A, ) geht; », s. w. Eine andere Art, wo- 
durch solche besondere Beyiehuagssysteme zu Stande gebracht wer- 
den, habe ich bereiU im Jahre 1828 in einzelnen LehrsSben ange- 
deutet (Journal Rlr Mathematik, Bd. III. S. 211. Iiehrs. 22 — 25.). 
— Wie auf diese Weise andere, znsvnwe«<g«»«tBtere S]^me der 
Art aufeestellt werden können, ist leicbt zu sehen* Nämlich durch 
jedes Porisma, worin z. B. die Abhängigkeit zweier Punkte von 
einander so beschaffen ist, dafe während der eine sich längs irgend 
einer Geraden (oderCunre) bewegt, der andere Ji^end eine bestimmte 
Curve durchläuft* entsteht ein solches Bezichungssystcmj u. s. w. 
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A o h a n g, 

Aufgaben nnd Lehrsitze« 

60« Die nadifolgendm Aufgaben und LehrsStze 
sind zu dem Zvrecke hieriier gesetzt, nm denjenigen 
Lesern, welche sich selbstÜiStig mit der in diesem 
Werke aafgestellten Methode besch&ftigra wollen, Ge? 
leg^nheit ^a geben, sich an zweckmabigen Beispielen 
sn fiben. Sollten sich in der Tbaf Liebhaber finden, 
weldie dem einen oder apdem dieser Sitze ihre Auf- 
merksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welch,e selbst 
andere, dahin gehörige, S&tze aufsuchtep und bewiesen, 
und sollte ihnen daran gelegen sein, sie mir mitzuthei- 
lep, um sie bekannt zu machen, so wQrde ich gern 
bei 4lB|r ilächsten 8chicklic)ie|i QeIegeo{ieit darauf Rück- 
siclit nebmen, Qder, im Falle sie oaph einer andern 
Blcthpde behandelt, aber von allgemeinem Interesse 
wären, würde ich sie Herrn Cr eile übergeben und 
il^n ersuchen, dieselben in sein «fqnrnal für I^athe- 
mi|tik aufzunehmen. Die Zusendungen niüfstcn jedoch, 
wi0 es sieb ▼on selbst versteht, portofrei geschehen, und 
könnten nach Belieben, an den Herrn Redakteur des 
genannten Jpurnals oder an mich adressirt werden. 



1) Wenn in einer Geraden A vier harmonische 
Punkte und in einem ebenen Strahlbüschel B vier har- 
monische Strahlen gegeben sind, sq sind die zwei Ge^ 
bilde A, B in Ansehung dieser gegebenen Elemente 
auf 8 verschiedenp Arten projeclivisch (§. 8, I, /?.)> und 
können, in Rücksicht auf jede Art, in perspccüvischo 
Lage gebracht werd^ (^. 6.). Wenn nun in einer 
Ebene die Lage 

^cr Geraden A als fest angenom- des Strahlbüscliels B als fest aq- 
n^^PP ^^i 4^f S(r§h}b^plie| B auf sjngepopimen ai}d ^le Gerade A 
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alle Arten mit ihr perqieeUf lach «nf alle Attea ly^it 9«a {Hirspec* 

g^leG;t wird, welche g^encieili^e tivisph gelegt ^rd, welche gc- 

Beziebnng haben dann die 8 (oder genseitige Beziehung haben dann 

16,) Punkte, in weldie sein Mu die 8 (oder 16.) Geraden, ii| 

telp^nkt ßdlt? wetebe nie m U^fi^k hmmil 

9) Bieder vor8teheiidenAu(pb6(l.)eDt8precbead6 
Aufgabe im Strahlbüschel D, wena nämlich hier ia ei^ 
nein ebeDen StrahlbQschel $5 und in einem Ebepenbfi- 
sc^el 3t vier barmopiscbe El^mepfe gegeben sind (& 
53. 15.x 

3) Wenn in einer Ebene zwei ^ Wenn in einer Ebene 9twe{ 
beliebige Gerade A, A| nnd in beliebige 8trahlb^chel B, B| 
jeder irgend vier harmonische und in jedem Irgend Tier hdrmof 
Paqkte gegeben sind> so bestim- nische Strahlen gegeben sind, so 
men die letztem» paarweise ge- schneiden sich die letetem paar- 
nommen, 16 Strahlen S, diese weise genommen, in 16 Punkten 
schneiden sich in 72 Punkten P, P, diese bestimmen 72 Strahlen 
Q. 6. w.; welche Eigenschaft ha- S, n. s. w«; welche Eigenschaft 
befi die Strahlen S in Hinsicht haben die Punkte P in flinsicht 
ihrer gegenseitigen Lage« nnd ihrer g^pSeit|gen Lage« nnd 
welphe ^e Punkte P?^ wie oft welphe die Strahlen S? wie o(^ 
liegen Ton den letztern ^, und gehen yon den letztem 3, und 
wie oft 6 in einer Geraden? % wie o{t 6 dureh einen Pnnkt^ 
Bt w, (Giebt es X. B. 8 Kegd» «, s« w. CGIehl es x B. 8 Ke- 
schnitte, wovon |eder die ge^- gelschnitte • wpyon jeder dnrch 
benen Geraden A« A^ und 4 die Mittelpunkte B , B. und durcli 
Strahlen S berfihrt? Liegen un-* 4 Punkte P geht? Gehen untef 
ter andern von den Punkten P, andern von den Strehkai S»>8nial 
8 mal 6 ip ei^er Geraden, und durch einen Pqnlct» i|«d liegen 
sclin^iden pich von diesen 4 oQd Ton diesen 4 und 4 in einer Ge« 
4 in einem Punkt? u« 8.-W.)* raden? ^. s. w}, 

4) Die ^en vorstohepden (3t) Hhqljchei) Aufgaben 
im Räume, i^^np näiplich in %wei festen Geraden A» 
Ap oder in ?^ei festcp EbenenbQscheUi 91, fUi viep 
hannonische Elemente gegeben sind, 

^) Die den yprstehenden (3.) ähnlichen Aufgaben» 
wenn in einem Kegelschnitt zwei mal vier harmonische 
Punkte, oder zwei inal vier harmonische Tfingenten 
gegeben sind (§. 43, U.), 



298 Anhang. 60. 



O' 



S) Hierließ Sie obigen Anfgabcii (§. 21, TV.). 

7) Die den vorstehenden (6.) entsprechenden Auf- 

'gpiben im Strahlbfischel D, wenn nämlich drei pro)ec- 

tiTiwbe d^eae StraUbfisehel %, $5u ^% «nd drei 

fnro)Mivisoh6 Ebencnbftichd $(, fti, % gegeben 

9) WcMü dpd uvter glcli pror 8> WeitA im nrtep «ich pro- 

{ectiviscfae Gerade A> A,» A^ in jectivische Ebenenbttocbdi % 9(,, 

Kaoine beliebig liegen, so be- Slg ^^ Räume beliebig liegieii, so 

stimmeii )e drei entsprechende schneiden sich je drei entspre- 

Ponlcte derselben eine. Ebene i chsnde Ebenen derselben in ei- 

wslche kranune Fliiche wird Ton nem Punkt: in welcher hrnnun«* 

sllen diesen Ebenen berChrt? Linie liegen alle diese Pnnkie? 

9) Wenn vier upte« sieb projeo^ 9) Wenn vier nnier aiob pro< 

tivische Gwade insRanmie belSe» {ectiviscke flbcnenbfischel im 

bigliegni» wie oft bcinden sich Ka— le beUdbig Hegen» wie oft 

dann vier jenisprechende Punkte treffen sich dann ner önl^irB- 

derBclben In einer Ebene? diende Ebenen derselben in ei« 

, nem ^nnkt? 

16) Zwei beliebige profecttvische Gerade A, A^ 

in einer Ebene so zu legen» daCs sie einen Kreis cr*- 

seugen (§, 40, L) 

11) Zwd beliebige projecliviscbe ebene Strahlbü- 
schel %9 ^u oder zwei beliebige projectirische Ebenen- 
bfischel ^9 Ml im Strahlbfischel D so zu legen» dafs 
sie einfla geraden Kegel erzeugen, 

12) Zwei beliebige projcctivische Gerade h, Ai, 
oder zwei beliebige projectivische Ebenenbüschel 9l,9li 
im Räume so zu legen , dafs sie entweder a) ein run- 
des einfaches Hyperboloid (dessen Strahlen den Strah- 
len eines geraden Kegels parallel sind (§• 51, IV.) X 
oder b) dafs sie das in (§, 53» II, 1.) beschriebene be- 
sondere einfache Hyperboloid erzeugen, 

13) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbü- 
schel B, B| in einer Ebene so zu legen, dafs sie ent- 
weder a) die dem Kreise am nächsten kommende £1- 
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lipte, 4)der b) die am «eiiten von der gMchseifigeo 
abweichende Hjfperhel erzeugen (§,40, IL)* 

14) Einen gegebenen Kegel zweiten Grade«, odej* 
an gegdienea einfaches Hyperboloid (tiiltttlst eiiM^ 
Ebene) in einem 'Kreise zu schneiden; oder: Wenn 
zwei profectivische Ebenenbflschel 91, Sli in beliebiger 
fester Lage gegeben sind, sie miifeist einer Ebene E 
80 zuschneiden, dafs die dadorqh entstehenden ebenen 
Sfrahlbfiscbel ^, 95i gleich und gleiehliegend sind, und 
mitbin einen Kreis erzeugen {§. 40, IL); (desgleichen 
wenn in einem Strahlbüschel D irgend zwei projecti- 
Tische ebene Sirahlbüschel SB, ?di gegeben sind), 

15) Wenn im Räume vier beliebige feste Ebenen 
gegeben sind, Ton welcher krummen Fläche werden 
dann alle Geraden, die von denselben in einem und 
demselben gegebenen DoppelverhSltnifs geschnitten wer« 
den, berührt? 

Dieser Aufgabe steht eine andere zur Seite; welche? 
Was findet insbesondere stolt, wenn das gegebeno 
DoppelverUältnifs harmonisch ist? 

16) Drehen sich zwei, beliebige, der Gröfse nacli^ 
unveränderliiote Winkel (ab)> (a|b|) (Fig. 56.) ia einer 
Ebene dergestalt um ihre festen Scheitelpunkte B, Bt, 
die in einem gegebenen Kegelschnitte liegen, dafs der 
Durcbschi^itlspunkt a zweier ihrer Schenkel a, ai die*, 
sen Kegelschnitt durchläuft, so beschreibt jeder der 
drei übrigen Punkte 6, C, b, in denen sich ihre Sehen* 
kel paarweise schneiden, einen Kegelschnitt, welcher 
durch die zwei festen Scheitel B, B| geht» — Hierzu 
gehurt ein Gegensatz; weleher? 

17) Drehen sich zwei' der Gröfse nach gegebene' 
Flächenwinkel (a/?), (ccißi) um ihre festen Kanten. %^ 
Si dergestalt, dafs die Dnrchscbnittalinie (,a€Ci) zwcaer 
Seiten -Ebenen a, cci stets eine gegebene feste Gerade 
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Vt trifft, 80 beschreibt jede der drei übrigen Dnrdi- 
schnittsliiiieo (ßßi^^ (stßx)^ (ß^Of welche die Seitea- 
Ebeoen paarweise bilden , ein einfaches Hyperboloid, 
welebes dnrdi die festen Kanten % 91t gebt.— I{ier»i 
der Gegensatz; wie heifst er? 

10) Weqn |UeGnipdli]4e eiacs 18) Wenn Aw Wiakel aa der 
Oreieeks der Grölse and Lage Spitze eines Dreiecks der Gröfse 
nach gegeben ist, nnd wenn ent- and Lage nach gegeben ist, und 
weder a) die Samme, oder b) wenn entweder •) die Sammey 
der Unterschied der an denel- ader b) der Unterschied der «hn 
Inen liegenden Winkel gegeben eiqßcbliersendea Seiten gegeben 
ist, 6p ist der Ort der Spitze des ist, so berührt die Grandllnie, in 
Dreiecks: a) auf zwei gleiche allen ihr zukommenden La^en, 
Kreise beschrankt, welche die stets eineTon Wer Parabeln, w«l- 
GmadKoiesiir genieixischsQlichen che dem gegebenen Winke} Omä 
Sehne haben* oder b) auf zwei dessen Neben- npd Scheitcjwin- 
gleiche gleichseitige Hyperbeln, kel) eingeschrieben sind« und wo- 
welcheebenfidlsdieGnindliniezar von 2 und -2 (die hi den Sehei- 
geqieinsdiiifüidiea Sehqe haben, lelwjnkeln üegen) gleich sind* 

19) Wenn ein Kantenwinkel 19) Wenn ein F{ächei%wiiikel 
(ab) eine* drejlcantigen Körper- (a/9) eines dreiflSchigen Körper- 
winkels (abc) der Gröfse und winkeis (^«ßy) der GrÖfse und 
Lage nach gegeben» nad wenn Lage nach gegeben, und wenn 
entweder a) die Summe, oder entweder a) die Spmme» oder 
h) der Unterschied der b^idei^ b) der Unterschied der beiden 
daran liegenden FlSchenwinkel daran liegendenKanteuwinkel ge- 
gegeben ist, 80 Ist der Ort der geben ist, so berfthrt die dritte 
^rittenKante p ^nf vier bestimmte Sei^nfiSehe r* in.aUen ihr zu- 
(u. besondere) Kegelflächen iswei- kommenden Lagen, stets eine von 
ten Grades beschrSnkt, welche vier bestimmten Kegelfl zweiten 
dem gegebenen Kantenwinkel (ab) Gr.» welche dem gegebenen Flu- 
nmschneben* i^id wotmi xwei chenmnkel eingeftchriebea^ and 
aad Kwei einander gleich sind* woyon ^wei upd zwei gleich 

sind. 

Oder; 
Wenn die Grundlinie eines Wenn zwei Seiten eines sphä- 
sphlrischen Dreiecks der Grölse risehen Dreiecks in swei gege- 
imd Lage niich gegeben« lyid h^n^n Qauptl^reisen liegen sollen 
wenn entweder a) die Snmme^ und wenn entweder o) ihre Smpi- 
oder b) der Unterschied der me, oder b) ihr Unterschied ge- 
dsmn liegenden zwei Winkel ge- geben ist, so berührt die dritte 
geben i9t» so iH der Qrt der Seiten in allen ihr mögUcbenveise 
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Spitze dta Dreieclct aiif yinsr be- «aköomieilden L«gcli, stete tiiKth 
stimmte sphfinsche Kegekcbaitte von tier beftlmmten sab2riadieii 
beschrSnkt» welche jene Grand- Kegelsctinittenj welche jeneHaapi- 
liilie zttr gemeinschaftlichen Sehne kreise berühren, und wdVoniWei 
haben, nnd wbyoü 2Wei tdid zWei und zwd einander gleich sind« 
einander gleich sind. 

20) Bewogen sich 2wei Ebetteü ä, at^ diö üth 
um zwei feste Gerade 9t, 9I| dreben, dergestalt, data 
entweder a) die Summe, oder b) der Unterschied der 
Winkel, welche sie mit einer festen dritten Ebene E» 
die jenen beiden Geraden parallel ist, bilden > cpnatant 
bleibt) so beschreibt ihre Durchschnittslinie (aai) ein 
einfaches Hyperboloid» welches durch die fehlen Gera- 
den 9(> 9(i geht -— Wie lautet der hierzu gehörige 
Satz? 

21) Bewegen sich zwei Ebenen o^ ^e,, die sich, tun 
zwei feste Gerade Sl, 9(i drehen^ dergestalt > dafs .nie 
stets irgend zwei zugeordneten Durchmessern eines ge- 
gebenen festen Kegelschnitts parallel sind> so beschreibt 
ihre Durchschnittslinie (aai) ein einfachea Hyperboloid. 
(Vergl §. 53, U, 2.). Liegen die Geraden Sf^ $li in 
einer Ebene, so tritt an die Stelle des Hyperboloids eine 
Kegelfläche zweiten Grades. 

22) Wenn ein Kantenwinkel 22) Wenn ein Flitebenwinkel 
eines dreikantigen Körperwinkels eines dreiflächigen Körper\Tinkels 
der Grdfse tmd Lage nach» und der Grölse nnd Lage nach, tmd 
wen» der Ihm gegeniberliegende wenn der ihm gegcsdlber. liegende 
FlSchenwittkel der Grafs^ nadb Kantenwinkei der Grölse nach 
gegeben ist, in welcher Kegel- gegeben ist» welche Kegelfläche 
fläche befihclet stöh dann die- berührt dann die Ebene des letz- 
Kante des letztem bei allen ih- tera in allen ihren yerechiedetteii 
ren YerscUedenen Lagen? Lag^n? 

Diese Aufgd>en tind Bedfifffiuin in der Stereome-^ 
trie. Wenn auch . die genannten KegelflSchen vom 
vierten Grade sind, so sind sie vielleicht von sok^r 
besonderen A^ dafs sie deshalb doch bequem hei ver- 
schiedenen Konstructionen angewandt werden können« 
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Wie UtAtn die de» yorstdiendisn «Msprecheiiden splill- 
rischen Angaben? (§. 84« u« §« 48«) 

23) Wenn ein der GrOfse nach 23) Wenn ein der GrSIbe nach 

nnf«fittdcriich«r Winkel («a«) inrerlnderlicher FlSchenwuikel 

•ich so nm seinen festen Schei* C^a^} sich dergcsUH bewegt» 

tel dreht, dafs seine Schenkel Si dals seine Seitenflächen «» a^ 

Si stets irgend zwei feste Gerade stets durch irgend zwei feste Ge- 

A, A, im Ranme schneiden» wel- fade 8* 9C| itn Räume gehen» 

dm kruoMM Fliehe wird dann welche knnune Fliehe wird dam 

ton der durch die Durchschnitts- yon seiner Kante C^ce«) beachrie* 

pnnkte gehenden Geraden be- ben? 
adirieben? 

24) Befinden sich zwei projeeUTiscbe Gebilde, 
eioe Gerade A oiid ein ebener StrahlbOflehel B, in be- 
liebiger schiefer Lage in einer Ebene^ tiiid man zieht 
durch jeden PunlLt der Geraden einen Strahl ^ weldier 
entweder a) dem (dem jedesinaligen Punkt) entsprechen- 
den StraU des StrahlbQschels parallel iaty oder b) wel- 
cher tu ihm reebtwinlLlig isti to berühren alle solche 
Strahlen eine beatimmte Parabel, welche andt tob der 
gegebenen Geraden A bertihrt wird« 

25) Befinden sich dieselben Gei^iie A, B (24.) in 
Miebiger schitler Lage im Raame und man tielit dareh 
die Punlite in A Strahlen, welche den difsprecbendeii 
Strahlen in B parallel sind, so liegen dieselben in ei* 
nem hyperbolischen Parabololtd (§.52.); und fället man 
aaa den Punkten In A smkrecfate Ebenen auf die ihnen 
ettfsprecbenden Strahlen in B, so berühren alle ^se 
Ebenen einen bestimmten parabolischen Cjlinder (§. 

26) Befinden sich zwei projectitisdeGebäde, dne 
Gerade A und ein fibenenUlschel 91, in schiefer Lage, 
und man ftUet ans den Punkten in A Lotbe auf die 
ihnen entsprechenden Ebenen in SK, so liegen dUe diese 
Loihe in jüm^m bjrperbolisehen Panriboloifl. -^ Was 
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findet 8tatt# wenp mim durch diePanlUe in A Ebenen 
legt) die den entsprechenden Ebenen in 9t parallel si^f 

27) Liegeil zwei pt-ojeethrische ebene Strahlbfischel 
B» Bt beliebig i« Räume and man legt dordi irgend 
einen : gegebene^ Punkt D Ebenen ^ ^ovon }ede irgend 
zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbfiachel parallel 
iHf so umbOUeil sie eine Kegelfläche D zweiten ßrädes; 
oder. legt man durch D solche Gerade^ wovon )ede 
zu irgend zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbfi* 
sehel der Richtung nach rechtwinklig ist^ so liegen sie 
in einer Kegelfläche zweiten Grades. 

28) Sind im Baume irgend zwei Gerade A» At und 
irgend . ein EbenenbüsiAel 91 in fester Lage gegeben 
und eine andere Gerade a bewegt sich längs Jenen 
beiden so, dafs sie stets zu irgend einer Ebene des 
Ebenenbfischels senkrecht ist^ so beschreibt sie ein 
gleichseitiges hyperbolisches Parabolold (§• 52; IL). 

29) Ist. irgend ein Kegel zweiten Grades und rind 
irgend zwei Gerade A, A,, die anf zwei befieliigen Be- 
rührttttgsebenen desselben senkrecht stehen, gegeben 
und eine dcäte Gerade a bewegt sidi se, dafs sie stete 
)«lie twei Geraden sdineidet und beständig zu irgend 
eincx Bi^röhrungsebene dea Kegels rechtwinklig Ist» ta^ 
beschteibt aie ein einfaches. Hyperboloid. 

30) Alle Ebei^en^ welche durch iigend* einen lesten 
Punkt D gehen ond ein gegebenes eiofaehea Rjpei4M>- 
loid kl gleichseitigen Hjperbeln acftmeiden, berUhren 
einen Kegel D. zweiten Grades/^)» — Bieim ilyperbotl- 



*) Alle Eb^Dieii» wekbe durch iigsad fMaeA^gehta^Jlaalil, 
D gehen and irgend eine gegebene Fläche zweiten Grades inPa^ 
rabeki schneiden > ntnhtdie» einen Kegel 2ten Grades^ welcfier dem 
A^fmsMBm'JUffi loDW 'lishs. i^ch «ad ttil ihm panHel ist 
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sehen t^arabdlold ist dieser Satz imnet ttSe^dK (§. 52, 
imd §. 53^ 4, Bnks.). 

81) Alle Ebenen die dordi irgend einen gegebenen 
^onkt gehen imd irgend eine gegebene FlSdie zfreiteü 
Grades in fthnlidien Gnrven sdineiden^ nmbüllen was 
iOr eine Eiegelfllehe? 

32) ,3eifli einfacbeti HyperboMd liegen aHe Nor- 
malen längs irgend eines StraUs desselben in einem 
gleichseitigen bjperbolisehen Parabolold/' •— Dieser 
bekannte Satz Wsi sich leicht dnrch projectivlscke £i« 
genschaften beweisen (§^ 52. n. SS.)^ 

33) Bei Jeder FUche zweiten Grades sind di6 IVor- 
tnalen längs frgend eines ebenen Schnittes derselben 
jedesmal den Strahlen irgtnd eines Kegels zweiten Gra- 
des paralld. 

34) Wie Tiele Kormaleii siäd^ im Allgemeinen, 
tofn einem beliebigen Punkte ans,* auf irgend eine ge- 
gebene Fläche stweiten Grades möglich^ und welche 
BesäehuHg haben sie unter sich? 

35) Im AUgemmnen steht md jedem Borclimesser 
einer Fläche zweiten Grades ein bestimmter, ihm zu- 
geordneter, anderer Durchmesser Boikrecht AHe Durch- 
messer^ welche zu solchen andern^ die in irgend einer 
Durchmesser- Ebene E (d. i. eine Ebene, dfe durch den 
Mittelpunkt der Fläche geht) liegen, zugeordnet und 
rechtwinklig sind^ bdbiden sich in -eiDer KegelAäcbe 
zweken Grades, welche dnrch den jener Ebene £ zu- 
geordneten und durch den auf ihr senkrecht stehenden 
Durchmesser der Fläche geht 

36) Alle Durchmesser -Ebenen einer Flädie zwei- J 
ten Grades I die zu solchen Durchmessern zugeordnet 
sindi welche in irgend einer Kegelfläche zweiten Gra- 
des liegen^ berühren eine and^e Ke^elfläche desselben 
Grades; und auch umgekehrt. 

37) In 
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37) laiederDorcbmesser- Ebene einet Fläche zwei* 
ten Grades liegen, im Allgememen» zwei zugeordnete 
Zu einander rechtwinklige Durchmesser; welches ist der 
Ort der letztern bei einem Durchmesser-EbenenbU- 
schel 91 (d. h. bei einer Schaar EbeneUf die durch ei- 
nen Durchmesser 91 der Fläche gehen)? 

38) Wenn im Baume irgend zwei Gerade A» Ai 
and irgend eine ebene Curve nten Grades C gegeben 
sind, und es bewegt sich eine dritte Gerade a so, dafis 
sie stets jene drei festen Eiemaite A, At» C schnei- 
det» so beschreibt sie eine Fläche. vom 2nten Grade, 

welche jedoch von unzähligen Ebenen er, ß^ y^ in 

Curven toiii nten Gerade geschnitten werden kann, 
und zwar bilden alle solche Ebenen einen bestimmten 
EbenenbQschel 91. — Es giebt einen andern Satz, wel« 
eher diesem zur Seite steht; wie lautet er? 

39) Denkt man sich um ein gegebenes Dreieck 
]r9) eine Schaar (d. i. alle mögliche) ähnliche Kegel- 
schnitte, von irgend einer bestimmten Gattung, be- 
sehrieben, so werden dieselben allemal von irgend ei- 
ner bestimmten Curve vierten Grades C umhüllt (be- 
rührt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks ]C,0, { 
zu singulären Punkten hat Derjenige Punkt, in wel- 
chem jeder Kegelschnitt von der Curve C berührt 
wirdy und derjenige Piqikt, in welchem er den dem 
Dreieck jrp) umschriebenen Kreis K zuna vi^rtenmal 
schneidet (autser den Punkten jr, 9, j), sind allemal 
Endpunkte eines und desselben Durchmessers des Ke- 
gelschnitts. Der Kreis K wird in jedem Punkt von 
zwei der genannten Kegelschnitte geschnitten, und die 
zwei PuiÜLte, in welchen diese von der .Curve C be- 
rührt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen 
Hjperbel, die dem Dreieck ^9} umschrieben ist; u.s. w. 

20 
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In Hiasidil im Cimre C fiMee folg«nde wesentliche 
GrencftUe statt: a) Gehm die Schaar Kegelschnitte In 
Kreise ttber, so fallen sie alle in einen einzigen zn- 
sammen» in welchen ebenfalls die Gurre C übergeht, 
nnd welche der dem Dreieck omscbri ebene Kreis 
K ist; b) verwandeln sich die Kegelschnitte in Para- 
beln» so geht die Conre C in eine unendlich ent- 
'fernte Gerade fiber; und c) sind die Keg^chnitte 
gleichseitige Hyperbeln, soredazirtsichdieCarve 
G auf einen Punkt, nämlich auf denjenigen, in wel* 
ehern sich die drei Höhen des Dreiecks schneiden, d. h., 
„durch diesm Punkt geht jede der genannten Hj- 
perneln« 

Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und wel- 
ches ist der Ort der Brennpunkte der TOrgenannten 
Schaar Kegelschnitte? 

40) Legt man an je zwei von drei Kreisen a, /?, y 
(Fig. 67. )f welche irgend einem Breiseit xyz einge- 
schrieben sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente 
A, Ai, A%f so bilden diese ein Dreiseit AA^As, in 
welches sich unzählige Dreiecke üdid^ so beschreiben 
lassen, dafs ihre Seiten jene Kreise berühren; nämlich 
legt man aus einem beliebigen Punkt a, in A, eine 
Tangente aOi an den Kreis /, aus dem dadurch be^ 
stimmten Punkte Oi, lA Ai, ferner eine Tangente üiO^ 
an den Kreis a, so berührt allemal die Gerade aa^ 
den Kreis ß.-^^ Man erhält einen ähnliehen Satz, wenn 
taan noch den yierten Kreis ^, welefae^ dem gegebenen 
Dreisdit syz eingeschrieben werden kann, zu Hülfe 
trimmt. Beide Sätze sind jedoch ntkr besondere Fälle 
des folgenden altgemeinen Satzes (rechts). 

41) Werden eiaem gegel»enen 41) Wek'deB eiaem gegebeaen 
Dreieek ppi beli^ige n Kegel- Dreiscat zyt beliebige a Kegel- 
schnitte umschrieben, und man schnitte eingeschriebeo und man 
beruclncbtigt die n Ponkte B, legt an je zwei, nach der Reihe 
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B,, 1^2, « in* weldien je miiiiitfdW mifelnander- folgeiicEe 

zwei» nadi der Reihe anmittel' Kegelschnitte» eine- (vierte.) ge» 

telbar aofeinander folgende, Ke- meinschafUiche Tangente A, A^» 

gelschnitte sich schneiden» so las- A^, • so' lassen sich nnzäh« 

sen-sich unEfiMige n Ecke ao be- lige n Ecke so besehreiben, däfft 

acbreiben, dafs ihre Seiten, naeh ihre Ecken, nacb der Reihe» ia 

der Reihe, durch jene Punkte ge- jenen Tangenten liegen, nnd dafs 

hen, nnd dafs ihre Ecken, nach ihre Seiten, nach der Ordnung, 

der Ordnung > in jenen Kegd- jene Kegelschnitte beräiren. 
«Apüteii liegen, 

Wofera man eine oder zwei Gerade alfi Kegel- 
schnitt betrachtet, so sind in diesen Sätzen, unter an* 
dem, auch die obigen SSitze {§. 23, II u. III.) v/aA 
(§. 42, L) als besondere Fälle entbalte«. Aufserdem 
entstehen auch merkwürdige besondere Fälle, wenn aü* 
genommen wird, von den gegebfs^neh Elementen jr, p, ) 
und X, j, z sollen einige imaginär oder unendlich 
entfernt sein. 

42) Wenn in einer Eb^e ein beliebiges n Seit 
und atte Ecken eines n Edts, bis auf zwei, gegeben 
sind, so. sollen diese zwei unter der Bedingung gefiio^ 
d^i werden» dafs sodann unendlich viele n Ecke mOgr 
lieh sind, welche zugleich jenem n Seit ^geschrieben 
und jenem n Eck umschrieben aind.. (I>eir Ort der 
zwei gesucb^n Eckpunkte ist auf zwei bestimmte ,Ger 
lade beschrankt,; welche durch dieselben projectivisch 
getheilt werden, so dafs also die sie Terbindende Seilte, 
lo allen ihren iHOgtich yerscbiedenen Lagen, dtets ei^- 
neii bestiihmten Kegelschnitt berührt). — - Wiehei&t 
die dieser Auf^bö entgegenstehende Aufgabe? Beid^ 
Aufgaben finden auch statt, wenn das gegebene n Seit 
und n Eck nicht in einer Ebene, sondern im Räume 
(§. 55.) sich befinden, wozu insbesondere die uacher-. 
wähnte Aufgabe gehört* 

43) Hierher die Aufgabe und der Satz lo (§.58. Note.); 

44) Wemi in der Ebene ein betiebtges n Eck ^e- 

20» 
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geben ist» ein andres xn beschreiben, welches jenem 
zogleidi nm- und eingeschrieben ist.— Moebins 
hat gezeigt y dafs diese Aufgabe beim Dreieck und Vier- 
eck noch nicht mdglich ist (Journ. L Mathem*). Die 
in (§.25.) gegebene Anflösong nafs dies bestätigen, 
wenn man die beiden Vierecke gleich werden und auf- 
einander fallen läfst; man wird dann finden, dafa bei 
doi aufeinander liegenden projecüvischen Garaden A,A4 
keine entsprechende Punkte vereinigt sind. Eben so 
mufs man finden können, ob die vorgdegta Aufgabe 
fOr das FOnfeck n. s. w. möglidi ist 

45) Wenn im Räume irgend ein n Flach (§. &5.) 
und irgend ein n Eck gegeben: 

Ein n Eck (im Rflome) la be- Eia n Flach (im Barnne) m 
•chreiben, welches dem n Flach beschreiben, welches jenem a 
eingeschrieben nnd jenem n Eck Flach eingeschrieben nnd dem 
«mschrieben ist n Eck omscbrieben ist 

Oder: 
Wenn im Räume n beliebige Ebenen und n be- 
liebige Punkte gegeben sind, ein n Eck (im Räume» 
§. 55.) so zu beschreiben, dafs seine Ecken, nach der 
Reihe, in jenen Ebenen liegen, und seine Seiten, nach 
der Reihe, durch jene Punkte gehen. •— Diese Aufgabe 

läfst im Allgemeinen 1'.2*.3» n'FxÄluflösungen 

SU (Tergl. §. 25. Note.). . Giebt es in der That Fälie, 
wo alle diese Auflösungen zugleich möglich sind, oder 
▼erhält es sich damit so, dafs, während du Theil der- 
selben möglich ist, die andern nicht statt finden kön- 
nen? Dasselbe kann bei (§. 25.) und (§. 58, 4.) ge- 
fragt werden. 

46) Zweimal drei zugeordaetQ 46) Zweimal drei sageordnete 
harmonische Pole in Bezug auf Harmonische in Bezug auf einen 
ehien gegebenen Kegelschnitt (§. gegebenen Kegelschnitt (§. 44.), 
44.), liegen allemal in irgend ei- berühren allemal irgend eiaea «n- 
nem andern Kegelschnitt. deri^ Kegdschnitt« 



60« Aufgaben und Lehrsätze. 309 

' 47) HiiBcD irgend drei Kegel- 47) Haben irgend drei Kegel- 
scboitte K, K| • Kg in einer sebnitte A» Af , £s in einer 
Ebene zwei geineinscbaftlicbe Ebene zwei gemeinscbaftlicbe 
(reelle oder imaginäre} Punkte (reelle oder imaginäre) Tangen- 
ff #t 60 ist der Ort desjenigen ten r« s, so berührt jede Gerade 
Punkts P> dessen drei Ilarmoni- ®> deren drei harmonische Pole 
sehe in Bexng anf dieselben (§. in Bezug anf dieselben (§. 44.) 
44.) sich in irgend einem Punkt in irgend einer andern Geraden 
Pi schneiden, so wie der Ort 9| liegen, so wie such diese 
dieses letztem Punkts f ein und letztere Gerade» stets einen and 
derselbe bestiramte vierte Kegel- denselben bestimmten vierten 
schnitt Kj » welcher mit jenen Kegelschnitt ^3 » welcher mit je- 
^ dreien die nämlichen zwei Punkte nen dreien die nämlichen zwei 
gemein hat; und ferner: die Ge* Tangenten gemein hat; nnd fer^ 
rade PP| geht stets durch einen ner: der Punkt (O®,) liegt 
bestimmten festen Punkt Q, wel- stets auf einer bestimmten festen 
eher der harmonische Pol der Geraden Q, welche die Hanno- 
Geraden Xi in BesUg anf den nische des Durchschnittspunkfs 
tierten Kegelschnitt K3 ist, und (rs) in Bezug auf den viertenKe- 
in welchem sich die drei Sekan- gelschnitt ^, ist, und in welcher 
len» welche die drei gegebenen die drei Durchschnittspunkte der 
Kegelschnitte 9 paarweise genom« drei Paar Tangenten > welehe die 
men, gemein haben (aufser der drei gegebenen Kegelschnitte» 
Sekante r^r s^^^'i^^^Q» as.w.; paarweise genommen, gemein ha- 
ben» liegen; o. s. w. 

48) Wenn in einer Ebene drei 48) Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben beliebige Kegelschnitte gegeben 
sind» welches ist dann der Ort sind» welche Curve wird dann 
desjenigen Punkts P» dessen drei von derjenigen Geraden 0» de- 
Harmonische in Bezug auf die ren drei harmonische Pole in Be- 
Kegelschnilte» sich in irgend ei- zug auf die Kegelschnitte» in ir- 
nem andern Punkte P| schnei- gend einer andern Geraden 9| 
den? und welche Curve wird liegen» berührt? nnd welches ist 
von der Geraden PP« berührt? der Ort des Durehschnittspunkti 

(00i)? 

49) Wie steht es mit den vorsteheDden Sätzen (47.) 
und Aufgaben (48.) in den besondem Fällen, wo statt 
jedes gegebenen Kegelschnitts zwei Gerade (links) oder 
, zwei Punkte (rechts) angenommen werden? 

60) Haben irgend vier gegebene 50) Haben irgend vier gegebene 
Flfichen sweiten Grades einen Flächen zweiten Grades einen ge« 
(reellen oder imaginären) Kegel- meinschafilichen Beruhrungskegel 
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•clmiti K gemeia, bo Ist der Ort £, m berfihrt \ei» Midi« £iiene 
desjenigeii PankU P« dessen vier C, deren Tier hannooische Pole, 
hiinnonische Ebenen in Bezog tof in Bexng anf jene Flächen» in ip- 
dieselben sich in irgend einem gend einer andern Ebene (S^ lie- 
«nclem Ponkt Pf schneiden, so gen» so wie anch diese letztere 
wie der Ort des letztem Punkts, Ebene, stets eine und dieselbe 
eine nnd dieselbe bestimmte bestimmte fünfte Fläche desselben 
fünfte Fläche desselben Grades» Grades, welche mit jenen vieren 
welch e mit jenen Tieren den näm* den 'nämlichen Biyfifawingski^gl 
liehen Kegelschnitt K gemein hat; Si gemein hat; und ferner: die 
nnd ferner: die Gerade PP, geht Gerade C€^i) liegt stets in einer 
stets darch einen bestimmten fe- beatimmten festen Ebene $1, weL- 
sten Punkt Q, welcher der har^ ehe die harmonische Ebene dep 
monische Pol der Ebene K in Pmikts St in Bezng anf dieinnfte 
Bezog aof die ffinfte Fläche ist» Fläche ist, und in welcher die 
und durch welchen die Ebenen Mittelpunkte der sechs Beruh- 
der fechs Kegelschnitte» welche mngsk^el, welche die Tier ge» 
die Tier gegebenen Flächen» paar« gebenen Flächen» paarweise ge>> 
weise genommen» gemein haben» nommen» gemein haben» li^en; 
gehen; n. s. w. n«. s, w. 

51) Wenn Tier beliebige Flä- &1) Wenn Tier beliebige Flä- 
eben zweiten Grades gegeben eben zweiten Grades g^beb 
sind, welches ist dann der Ort sind» welche krumme Fläche wird 
desjenigen Punkts P» dessen Tier dann TOn derjenigen Ebene € be*- 
harmonische Ebenen in Bezug auf rührt» deren Tier barm. Pole in 
dieselben » sich in irgend einem Bezug anf dieselben in ii^nd ei- 
andem Punkt P| schneiden? nnd ner andern Ebene S^ liegen? nnd 
welches ist der Ort der Geraden welches ist der Ort der Durch- 
PPi ? *) ^ schnittelinie («g^)? *) 

62) Haben irgend zwei Kegel« 52) Haben iigend zwei Kegel- 
schnitte Tier gemeinschaftlicbe schnitte Tier gemeinschafÜiche 
Punkte» und gehen Ton den acht Tangenten, und liegen Ton den 
Tangenten» Ton welchen sie in acht Punkten» in welchen sie Ton 
denselben berührt werden» drei denselben berührt werden, drei 
durch irgend einen Punkt» so geht in irgend einer Geraden» so liegt 
allemal noch eine Tierte Tangente allemal noch ein Tierter Punkt in 
durch denselben Ponkt, und so derselben Geraden» und so lie- 



*) Welche Eigenthi&mlichkeiten finden bei diesen Au%aben, 
so wie bei den Sätzen (50.) » statt, wenn für jede angegebene Fläche 
hmbesondere eine Kegdfläche zweiten Grades oder twd Ebenen 
angenommen werden? 
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fgfhea aladaan auch die Tierübri- ^n «Isdann aacb die tKbf fibrisen 
gen Taiigent<m durch irgend einen Punkte in irgend einer und der- 
and denselben Punkt selben Geraden. 

Solche BeziehuDg, wie hier die zwei Keg^Iscbnit^ 
.bat bei den obigen Sätzen (47.; 4er vjerte KegeUcfanitt 
zu jedem der drei gegebenen. 

. » 

' ^) Haben Irgend i&wei FlScben 53} Haben irgend swei Flficben 

iweiten Grades zwei gemein- zweiten Grades zwei geipeiq- 

•ebafÜiche KegelscbniUe, und ha- schafUlche Berührungskegel, und 

ben Ton den i^ier Kegelflächen, liegen ron den vier Kegelschnit- 

to;i welchen sie in denselben be- ten, in welchen sie von denael- 

riHirt werden, zwei einen and ben berührt werden, zwei in e»> 

ilenselben Mittelpunkt» so haben ner nnd derselben Ebene > so lie- 

alsdann auch die zwei übrigen gen alsdann auch die zwei übrl- 

KegelflSchen irgend einen Punkt gen Kegelschnitte in irgend einer 

zum gemeitts. Mittelpunkt und derselben Ebene. 

Solche Beziehung, wie hier die zwei Fischen zwei- 
ten Grades, hat bei den obigen Sätzen (50.) die fünftf 
Fläche zu )eder der vier gegebenen. 

54) 9>Irgend 6 Punkte eines be- 54) «»Irgend 6 Tangenten einep 
liebigen Kegelschnitts bestimmen beliebigen Kegelschnitts bestim- 
60 eingeschriebene einfache Sechs- men 60 umschriebene einfache 
ecke (§. 19.); in jedem der letz- Secbsseite (§-19.)$ in jedem dflr 
teren liegen die drei Punkte» in letzteren gehen die drei Diagona- 
welchen die gegenüber liegenden len» welche di& gegenüber st^- 
Seiten sich schneiden, in einer henden Ecken verbinden 9 durch 
Geraden G (§. 42, L), so dafs einen Punkt <P (§. 42, I.), so 
4dso-60 solcher Geraden G statt dals also 60 solcher Punkte Jf 
finden; von diesett60 Geraden ge- statt finden; von diesen 60Punk- 
•hen drei und drei durch iigend einen ten liegen drei nnd drei in ir- 
PmktP, so dafs 20 solcher Punkte gend einer Geraden ©» so da^ 
P entsteken; nnd Tmi diesen 20 20 solcher Geraden (3 entstehen; 
l'nnkten liegen 15 mal 4 in einer w^ä von diesen 20 Geraden ge- 
Geraden g» so dafs jeder in drei ben 15 mal 4 durch einen Punl^ 
solchen Geraden liegt.*' (Welche p» so dals jededtirch drei solche 
Sezidinng haben diese 15 Gera* Punkte geht^^ (Welche Bezie- 
den g weiter wa einander?) hnng haben diese 15 Funkt« p 

weiter zu einander?) 

„Sind, bei einem nnd demselben Kegelschnitt, die 
gegebenen sechs Punkte (links) tugleich die Berfih- 
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nrngspunkte der gegdienea sedis Tugenten (redifB^ 
so madi 

die 60 Geraden 6 die Harmonischen der 60 Ponkte 

V (§. 44.x 

die 20 Punkte P die harmonischen Pole der 20 

Geraden ®, 

die 15 Geraden g die Harmoniachen der 15 Ponkte p 

in Bezug auf den Kegelschnitt"*). 

65) Wenn bei dem Torlierge- 55) Wenn bei dem Torbeige* 
heoden Satze (54.) die6Pmikte hendeD Satze (54.) die 6 Tan- 
IwbcaeiidereaoaiigeiMNiimeawer- gentea insbesoiidera ao angoioni^ 
den» dala aie, paarweise, in dm men werden« dalaaie aich, paar» 
Geraden liegen , welche durch ir- weise» in drei Ponkten schneiden, 
gend einen ond denselben Punkt welche in irgend einer und der» 
gdiea: welche besondere Lage selben Geraden liegen: welche 
haben alsdann die 60 Geraden besondere Lage haben alsdami 
G» die 20PonLte P, und die 15 die 60 Punkte 3), die ^ Gera- 
Geraden g? den ®, und die 15 Ponkte p? 

56) Besteht, in Betracht der S8tze (54.)» der ge- 
gebene Kegelschnitt links aus zwei (geraden und rechts 
aus zwei Punkten » so hat man ferner insbesondere fol- 
gende Sätze (§. 23, mO: 

»«Wenn in jeder ron zwei 6e» »»Wenn in jedem t«a vmA 

reden A, A|, die in einer Ebene StrahlbOseheln B> B|» die ia 

liegen» drei beliebige Punkte an- einer Ebene liegen» drei belie* 

genommen werden, so lassen steh bige Strahlen angenommen wer* 

durch diese, paarweise» 9 Ge- den» so sdineiden sich diese» 

rade G legen, welche sich» paar« paarweise» in 9 Punkten 9» dnreh 

weise, in 18 Punkten P schnei- welche sich» paarweise, 18 Ge- 

den» wovon 6 mal 3 in einer rade ® legen lassen, wovon 6 

Geraden g liegen, und von die« mal 8 dnrdi einen Punkt p go- 

sen 6 Geraden g gehen 3 und 3 hen, and von diesen 6 Pnnlcten a 

durch einen Punkt.** liegen 3 und 3 in emer Geraden«** 



.*) Bei der ersten Bekanntmachung dieser Sltse CAtmaUt de 
Miihematique$ t tom, XVIII.) hatte sidi, in Betreff der Geraden g 
und der Punkte p^ eine Unrichtigkeit eingeschlichen. — HuUBmiUel, 
durch welche die Sätze sich beweisen lassen» sind im g^enwürti- 
gen Theile enthalten (§. 42. u. §. 46.). <- Die Sätze (56.) h?be idi 
ebendaselbst zuerst bekannt gemacht. 
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57^ Wenn m Ansehimg iesr eUgen SStse ^4.): 

Ton den angenonmenen sechs Von den ungenomuMSBen seeb« 
haben ffaf fest Ueihon»: wdi* Taftg^mtan fenf fest Ucibo^ wA- 
rend der sechste den Kegelschnitt itnd die sechste sich nm den 
darchUtaft: wie bevregen sich dann Kegelschnitt herambewegt : wie 
die M Geraden G, wie die ^ bewegen steh dann die 60 Punkte 
pQttkte P, nnd frie di« 15 Ge* 0, wie die 20 Geraden 6^ nnl 
raden g? wie die 15 Punkte y? * , 

58) Die Sätze (54.) beziehn sicli auf sechs gleich« 
artige Elemente eines Kegelschnitts: welche eigenlhüin- 
lieben SHtze finden bei sechs ungleichnamigen Eleinen«; 
te& statt, d. b., wenn 6, 4, 3, 2, 1 Punkte nnd re- 
spective 1» 2, 3, 4, 5 Tangenten eines Kegeißcbnitts 
gegeben sind? 

59) Denkt man aicb im Räume irgend zwei recht- 
winklige Coordinatensjsteme um einen und denselben 
Anfangspunkt, so findet folgendes statt: 

Die 6 Coordinatenaxen Die 6 Coordinatenehenen 
liegeft allemal in irgend ei- herphren allemal irgend ei- 
ner KegelflSche sweiten neKegelflSche sweitenGra- 
Grades. des. 

Dieser Satz ist ein besonderer FaU eines amfas« 
aendera Satzes. Atioh kann er, auf entsprechende 
Weise, wie der obige (SIO» weiter ausgedehnt wer« 
den (§. 33. u. §. 48.). 

60) Wenn irgend 9 Punkte einer FlScbe zweiten 
Grades gegeben sind, beliebige andere Punkte derseU 
ben (durch Konstruction) zu finden;, oder: „Welche 
AelaliOB ludet zwischen irgend 10 Punkten einer Fläche 
zweiten Grades statt?'* 

Die zweite Frage ist bereits zweimsil von der Brtts- 
aeler Akademie ak Preisaufgabe gegeben worden, aber 
bridemal, so viel ich weiCs, ohne Erfolg. 

61) Wenn von der Durchschnittscurve zweier Ft9« 
chen zweiten Grades irgend acht Punkte gegeben ainA 



~»s.. 
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beliebige' «ndere tadLte 'deneÜMii (dwcb KooBtnictioo) 
mH findflo. 

69) Dorch acht bdBcbige gegebene Pankfe in Ramie 
eine Kegelfläche zweiten Grades zn legen* — LSbt im 
AUgemeineD yier Aoflösmigeo zu, 

t8) Welches ist der Ort der Mittelpiakte (Scbei* 
tel) aller KegelflSchen zweiten Grades, welche durch 
irgend 6, oder 7, gegebene Punkte imRanme gehen? 

64) Wenn acht beliebige Gerade im Ranme gege- 
ben sind 9 eine Kegelfläche zweiten Grades zu finden, 
welche dieselben berührt 

65) Welches ist der Ort der lllittelpunkte (Schei- 
tep aller Kegelfläphen zweiten Grades, welche irgend 
6, oder 7, gegebene Gerade im Baume berühren? 

66) Welches ist der Ort aller Ebenen, welche ir- 
gend 6, oder 7, gegebene Gerade im Räume so schnei- 
den, dafs das durch die Durchschnittspunkte bestimmte 
Sechseck oder Siebeneck irgend einem Kegelschnitt um- 
schrieben ist? 

67) Der Ort der Mittelpunkte aller KegelflSchen 
zweiten Grades, welche irgend einem gegebenen Secbs-^ 
eck im Räume (§. 55.) eingeschrieben sind (d. h. dessen 
Seiten berühren), ist ein einfaches Hyperboloid. 

Dieser Satz und die vorhergehenden Aufgaben 
(60, bis 66.) haben ihre zugeordneten; wie lauten sie? 

66) Weldies ist der Ort des Mittelpunkts der ge- 
raden Kegelfläche, a) welche durch irgend 4, oder 5, 
gegebene Punkte im Räume geht, oder b) welche ir- 
gend 4, oder 5, gegebene Gerade im Räume berührt ? 

69) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises, 
a) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen berfikrl; 
oder b) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Gerade im 
Ramne sdmeidet? 
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m 

; 70) Wddi«« E%«iuicba&en h^ eine Schter ittalih 
ehmt Sph%ro']^e» welcbe .durch ifgead i, oder; 5>.g£g^ 
bene Pankte im Räume geben; z. B. von welcher krämi- 
;m<$n Fläche werden ßie on^bfillt (vergl. 39.) » welches 
i$t der Ort ihrer Mittelpunkte> oder ihrer Brenne 
piinkte? u, s. w. ^ 

71> Welches ist der Ort der MittelpttoUe aller 
.einfachen Hjt»erbololdte, welche durch die Seit^ eiaee 
gegebenen Yiersetta im B;attine (§. 55.) gehen? 

72) i^Eine.Kagel zu finden , welche irgend vier ge- 
gebene Gerade im Räume berührt»- ' 

73) Eine Fläclie zweiten Grades zu finden, wekhe 
Irgi^dd 9 [gegebene Gerade im Räume berührt .(Wie 
viele Auflösungen sind .möglich?) f 

74) Die Axen (d* u die dr^i zu einender rechl- 
winkligen conjugirten Durchmesse) eines gegebenen 
echiefen Kegels, zweiten Grades zu finden« 

* ♦ * 

75) Werden zwei beliebige Ebenen E, E| mittelst 

.irgend eines Strahlbüschek D aufeinander projicirt, so 
^dafs' jedem Punkt der einen ein bestimmter Punkt jn 
der andern entspridity und werden sofort die Ebenen 
in beliebige andere (schiefe) Lage gebracht , so entsteht 
die Frage, welchem Gesetz sodann die Protections- 
strahlen» d. b«, dieGeraden, welehe die entsprechenden 
Punkte verbinden, unterworfen seien, ader welclie 
krumme Fläche von ihnen berührt werde? -r- Diese 
Aufgabe, nebst der ihr zugeordnetei^ werden durch die 
Betrachtungen des zweiten Abschnitts gelöst i2^erden. • 

16) Wenn man Polyeder nur in Hinsicht der Art 
oder Gattung ihrer Grenzflächen von einander unter- 
scheidet, d. h., je nachdem diese Dreiecke, Vierecke, 
Fünfecke, u. s. w. sind, so giebt es bekanntlich nur 
einen vierflächigen, z.wei fünfflächige, und .sieben 
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Mcfcfflidiige KOrp^*). „Vfi^ wiA yerMUedene 7» 8, 
9, n fischige Körper sind ia dieser HiMebl »9g« 

77) Wenn iif end ein convexes Pdyeder gegeben 
ist, Vkbt sich dann immer (oder in welchen Fällen mur) 
irgend ein anderes, welches mit ihm in Hiosidit der 
Art and der Zosammenseteoag . der Grenzflichcn fiber* 
einstimmt (oder Ton gleicher Gattung ist), in odtf um 
eine Kngelflache, oder in oder um irgend eine andere 
Fläche zweiten Grades beschreiben (d. h. da(s seine 
Ecken alle in dieser Flache liegen » oder seine Grei»- 
fiächen alle diese Fläche bertthren)? 

78) ^fFäUet man aus den £chea eines beliebigem 
Tiereckigen Körpers (dreiseit Pyramide) Lothe auf die 
gegenüber liegenden Grenzflächen, so liegen alle vier 
Lothe, im Allgemeinen, in einem einfachen Hjperbololc^ 
und zwar gehören sie zu einer- ond derselben Schaar 
Strahlen desselben, so dafs es also unzählige Gerade 
giebty wovon jede alle vier Loihe schneidet (§. 510* 
Wenn insbesondere zwei der vier Lothe sich schnetdeo, 
so schneiden sich auch die zwei übrigen; und wenn 
insbesondere drei Lothe sich schneiden, so schneiden 
eich noth wendigerweise alle vier ineinem und dem- 
selben Punkt/' 

In den besondem Fällen geht offenbar das Hyper- 
boloid in einen Grenzfall (in zwei Ebenen, und in 
einen Kegel) über. Bei der ersten Bekanntmachung 
dieses Satzes (Journal f. Bf athem« Bd. IL S* 97.) 
habe ich die besondem Fälle unrichtig angegeben. 



^ Siehe System der Geometrie von Scbweins. 

**) Diese Aufgabe habe ich schon an einem andern Orte {An- 
naie$ deMathem* tom,XlX.p«d6.) gegeben, aber es ist noch Leine 
LSsoag erliilgt 
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E» findet ein den Toretehendeh nigeordneter Sato 
8l*ll^ wie heiCst er? 

79) „Haben irgend zwei vierflSchige Körper (drei- 
eeilige Pyramiden) solche Lage, dafs die Tier Lothe, 
wekbe aus den Ecken des eiMn in bestimmter Ord* 
nong auf die Grenzflächen des andern gelMlet werden, 
in irgend einem Punkt zusammentreflen; so gehen alle« 
mal auch diejenigen vier Lolhe, welche man in ent- 
sprechender Ordnung, ans den Ecken des zweiten auf 
die (Trenzfläeben des ersten fäUet, durch irgend einen 
and denselben Punkt/' Oder: 

a) „Fället man aus einem beliebigen Punkt E auf 
die Grenzflächen ABC» ABB, ACD, BCD irgend 
eines gegebenen Tetraeders AB.CD. Loihe £d, £e, 
£b, Ea, nimmt in diesen Lothen vier beliebige Punkte 
d, c, b, a, als Ecken eines zweiten Tetraeders dcba 
an, und fället auf dessea Grenzflächen dcb, dca, dba, 
cba aua den Ecken A, B» C, D des erstem Lothc 
Ae, Be, Ce, De, so treffen diese einander allemal in 
irgend einem Punkte e/' Und ferner) 

b) „Nimmt man in den vier ersteren Lothen ahn- 
Ikherweise vier andere Punkte di, C|, bt, ag, als Ecken 
eines dritten Tetraeders an , so wird diesem in gleicher 
Beziehung ein Punkt Ci entsprechen; und alsdann lie- 
gen die vier DurchschnittsHnien a, /?, y^ S d^r vier 
einander entsprechendeii Grenzflächenpaare des zweiten 
und dritten Tetraeders (d. u die Durchschbitlslinien der 
Ebenenpa»re dcb und d|C|bi, dca und d|C|ai, dba 
und dibiai, cba und Cibiai), allemal in irgend einer 
Ebene iaßyS); und 

c) diese Ebene (aßyS) steht allemal auf derjeni- 
gen Geraden eci, welche durch jene zwei geoimnten 
Punkte e, Ci geht, senkrecht." 

Diesen Satz» nebst dea zwei unalogeii Sätzen in 
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der Ebene nad auf -der KiigelS8die, bei welcben iiSin- 
lichy statt wie hier Tetraeder , ähnÜGberweise Dreieeke 
in Betracht kommen ^)^ hebe ieh sdion an einem andern 
Orte zu beweisen vorgelegt (Journal f. Mathem. Bd. 
IL 8.287.). Alle drei Sätze sind übrigens besondere Fälle 
von etwas allgemeineren Sätzen, wie man zu sein^Zeit se- 
ien wird« Auch haben alle drei Sätze ihre zugeordneten 
Sätze; wie lauten diese? 

80) a) ,,Sind in einer Ebene irgend zwei, efnand^ 
nicht schneidende, Kreise Mi, M^ gegebenen, wovon 
mjin sich den einen zunächst innerbaib' des andern lie-^ 
gend denken mag, und man beschreibt, in dem zwischen 
beiden Kreisen liegenden Rauine, eine Reihe Kreise 
nh, m^y ms, m4)...,. so, dafs jeder jene zwei und den 
9un unmittelbar vorangehenden berührt, so findet einei^ 
von folgenden zwei Fällen statt: entweder a) die Reibe 
verltagert sich ins Unendliche imd ist incomm^isurdbei> 
oder b) sie kehrt in sich selbst zurück und ist cOM-^^ 
menewrabel, d. h. nachdem sie in jenem Zwischenraüin 
irgend eine Anzahl u Umläufe zurückgelegt hat, 'gelangt 
DAn zu einem nten Kreise mn, welcher den ersten m^ 
berührt, diesen also zu seinem Nachfolgenden hat, so 
dafs hier die ReUve sich sdiliefst" 

ß) ^,Von di^en zwei Fällen ündet immer der nän»^ 
lidie, und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag 
den ersten Kreis m^ annehmen, wo man wil(, sedals 
also das Vorhandensein des einen oder andern Falles 
lediglich von der Gröfse und Lage der zwei/ festen 
Kreise M^, M, abhängt.*' 

y) „Bezeichnet man die Radien der Kreise Mi, M^ 
däreb Ri, R3 und den Abstand ihrer Mittelpunkte- von 
eioMder durch A, so hat man für den* Fäll, wo die 



. » .' 






tt) Asfeh ftid^ ^ analoger Satt ik Slnhlbiseliel ätatl. 
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geiiMMl« Kr«lsr«iliei«tti üt ange^bene Art «oanic» 
8urabel ist, folgende «mfacbe BedidgUDgsgkiehiiiig:' :» 

* ' (Rj+RO* :i:4BiRa' Tang>i;r * Ä», 

woraus jede der fünf GröCsen Ri, R39 A, u^ n gefundefi 
wird, wenn die vier übrigen gegeben sind. Liegen die 
Kreise Mi, Ma ineinander, 60 hat man die obero, und lie^ 
4;eii 4ie aus^ejreinandejr, die «intern Vorzeichen m nehmeoDif 

81) yyBei Kreisen auf der Kugelfläcbe (sp wie aif^li 
bei geraden Kegeln im Strahlbüscbel) finden analoge Um- 
stände statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen ip 
der Ebene, und zwar £at man die Bedingungsgleichung:. 

CQs.CRiiRi)±2Sin,R, Sia.RaTang.»^ j^^Cos.^-** .. 

82) „Es seien Mi, Mg irgend zwei. Kugeln» W^ 
von,, zum leichtem YerständniCs, die eine Ms innerhalb 
der andern gedacht werden soll, und ferner sei M^ 
eine beliebige solche Kugel, welche im ZwischeBrauqi 
zwischen jenen zwei Kugelflächen liegt und aie b^Ühpi^. 

„Wird eine Reihe Kugeln mi, m^, ms, .,... &o be- 
schrieben, dafs jede die dr6i Kugeln Mi, M«, Ms be- 
rührt, und dafs sie einander der Ordnung nach berüh- 
ren, so ist sie entweder commensurabel, oder nicht, 
d. h. entweder a) gelangt man, nachdem die Reihe u 
Umläufe um die Kugel M« gemacht hat, zu einer nten 
Kugel mn, welche wiederum die erste mi berührt, oder 
b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe unendlich 
fortgesetzt wird.** 

„Auf diese zwei Umstände hat weder der Ort, wü 
die Kugel M3 angenommen, noch die Lage, die der 
ersten Kugel mi der Reihe angewiesen wird, Eittflufs, 
d. h. es £ndet immer derselbe Fall und auf ^ieselli6 
Weise statt, es mögen die Kugeln Ma, mi unter den 
vorgenannten BedingOngen angenommen werden, wo 
man will, ao dafs also blols die Gröfse und Lage der 






m 
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fetten swei Kngth Mi, Ht U^r das Voriundenseiii 
des doen oder andern Falles enfeeheidet^* 

ipSiod Ru Bt die Radien derKogdn Bf|, Mgy und Jod 
ist A der Abstand Ihrer Mittelpunkte von einander, so 
bat man fiir den eommensorabeln Fall (a.): 

(Ri±Rt)* + Ifi RiR« Sin»*f n « A*. 

Die untern Zeicben gellen fOr den Fall, wo die festen 
Kngebi Mt, Mg aoCBer einander liegen« 

83) ,»Nach Angabe des letzten Satzes (820 berfih- 

ren die drei Kugeln Mi, M,, Ma einander der Reibe fo 

nacby ond jede von ihnen berührt die Reihe Kugeln O] 

»1, nit, n,» ....^ Es sehlieCBen sich daran folgende ^ 

weitere Eigenschaften.'' jei 

a) „Hie drei Ktrgeln M|, M^, Ms sind Glieder sc 

«iner zweiten Kugelreihe M^ Ms, Ms, M4» wo- d( 

von jede alle Kugeln jener ersten Reihe und zugleich ni 

die ihr unmittelbar vorhergehende berflhrt." g 

b) „Die Mittelpunkte jeder Kugelreihe, für sich ge- ^ 
nomnien, liegen in einem Kegelschnitte; die Ebenen ^ 
der zwei Kegelschnitte sind zu einander Senkrecht, und 
die Hauptscheitel eines jeden , sind zugleich die Brenn- 
punkte des andern, so dafs also entweder a) beide 
Kegelschnitte (gleiche) Parabeln, oder ß) der eine El- 
lipse und der andere Hyperbel ist.'' 

c) „Beide Kugelreihen hängen so von einander 
,ab, dafs sie zpgleich commensurabel, und zu- 
gleich incommensurabel sind; 

d) uod zvrar findet für den commensurabcln Fall 
das fol^eode inefkwttrdige Gesetz statt, dafo allemal 

2 * ü _ i 
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ist, i^obei nSmlich U die Zahl der Uailäufe und N 
die Zahl der Glieder der zweiten Kugelreihe bezeich- 
net (82.).'' 

Die Sätze 80, 81 und 82. habe ich schon in den 
Annales de MatMm. tom. XVIIL, und den Satz 83. im 
Journal für Mathematik Bd. II, S. 192. zum ße- 
vreiscn vorgelegt. Im nämlichen Bande des Journals 
habe ich (S. 290, Lehrs. 59, 60 und 61.) einige beson- 
dere Fälle des Satzes 82, so wie (S. 96.) eine Aufgabe, 
-welche den Satz 80 zum Ziele hatte, aufgestellt. In 
Folge dieser besondern Fälle uud dieser Aufgabe hat 
Clausen im 6ten und 7ten Bande des Journals die 
Sätze 80 und 81 analytisch bewiesen, ohne dafs er von 
jenen Sätzen in den AnnalenKenntoifs gehabt zu haben 
scheint; auch sind seine Ausdrücke der Form nach von 
den meinigen verschieden. Ein Theil des Satzes 80, 
nämlich (^.), ist schon im ersten Bande (S. 256.) des 
genannten Journals von mir bewiesen. Bei spätem 
Entwickelungen wird sich Gelegenheit darbieten, alle 
vier Sätze so elementar als möglich zu beweisen. — 
Es entstehen verschiedene interessante Fälle, wenn man 
statt der einen festen Kugel (in 82 u. 83.) eine Ebene, 
oder statt des einen festen Kreises (in 80. oder 81.) 
eine Gerade oder ein Hauptkreis annimmt 

84) Wenn beim letzten Satze (83.) die Kugelrei- 
hen commenfiurabel sind, so findet in jeder für je zwei 
Kugeln, die als fest angenommen werden, und zwi- 
schen denen, nach der Reihe, nur eine andere Kugel 
liegt, wie z. B. für M|, Ms in der zweiten Reihe, die 
obige Bedingungsgleichung (82.) statt. Es kann gefragt 
werden: ob auch für Kugeln, zwischen denen zwei, 
oder irgend eine Anzahl x, Kugeln liegen, in gleichem 
Sinne eine Bedingungsgleichung statt finde? und wel- 
che es sei? 
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322 Anhang. 60. 

Anmerkung. 

85) Viele von den vorstehenden Aufgaben und 
Sätzen lassen dich mittelst der obigen Correlations- 
Systeme (§• 59.) , so wie auch zufolge der Anmerkun- 
gen (§• 33y §• 34, u. §. 48.), auf verschiedene Weise 
umwandeln. Welche sind es? und wie lauten die neuen 
Aufgaben und Sätze? 



Ende des ersten Theils. 
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